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Argumentaire scientifique:

Ce projet s'inscrit dans le cadre de la théorie des représentations des groupes de Lie simples.

Depuis le travail de Chevalley (1958), les variétés de Schubert, objets issus de la géométrie énumérative du XIXe siècle, ont joué un rôle important en théorie des représentations. Réciproquement, cette théorie a contribué à mieux comprendre la géométrie des variétés de Schubert, et en particulier leurs singularités.

Plus récemment, des questions combinatoires en théorie des représentations ont fait apparaître l'intérêt d'étudier les intersections de variétés de Schubert. Au-delà des propriétés déjà connues, plusieurs directions de recherche sont importantes et prometteuses : propriétés géométriques de ces intersections (Cohen-Macaulay, Gorenstein,...), description de leurs singularités, propriétés combinatoires de leurs désingularisations, dégénérescences toriques ou semi-toriques.

Connaissances et compétences requises: géométrie algébrique, groupes et algèbres de Lie

Description du projet:

Dans les années 1980, la théorie des monômes standard a été considérablement développée par V. Lakshmibai et C. Seshadri [12], dans le but de construire, pour les représentations des groupes de Lie simples, des bases ayant de bonnes propriétés vis-à-vis des variétés de Schubert, et permettant notamment de démontrer des propriétés géométriques de celles-ci.

Un traitement très général de cette théorie a ensuite été développé par P. Littelmann [17], grâce à l’introduction de nouveaux outils combinatoires [15,16].

On aimerait cependant disposer d’un traitement purement géométrique de la théorie des monômes standard, évitant notamment le recours aux groupes quantiques comme dans [17]. Les travaux dans cette direction [4,13] donnent un rôle proéminent aux variétés de Richardson [20], qui sont des intersections de certaines variétés de Schubert.

Il est donc souhaitable d’étudier les variétés de Richardson. Au-delà des résultats déjà connus, cette étude peut se poursuivre dans plusieurs directions.

· La description combinatoire des singularités des variétés de Schubert pour le groupe linéaire [2,7,11,18] mérite d’être étendue aux variétés de Richardson.

· Il en est de même pour l’étude plus géométrique de J. Carrell et J. Kuttler [6].

· A partir de la désingularisation des variétés de Schubert par les variétés de Bott-Samelson [3,8],on peut en construire une pour les variétés de Richardson, et la théorie des monômes standard pour ces variétés désingularisées mérite d’être étudiée, comme elle l’a été pour les variétés de Bott-Samelson [14].

· Certaines propriétés géométriques de variétés peuvent être obtenues en construisant des dégénérescences toriques. De telles dégénérescences ont été construites pour les variétés de Schubert [9,5] (plus généralement pour les variétés sphériques [1]) et pour les variétés de Richardson [19]. Il en existe aussi pour les variétés de Bott-Samelson [10], même si leur lien avec les autres constructions n’est pas évident. Il serait intéressant de faire des constructions analogues pour les désingularisations des variétés de Richardson.
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Description anglaise du projet:

During the 1980s, V. Lakshmibai and C. Seshadri [12] considerably developed the theory of standard monomials, in order to construct bases for the representations of simple Lie groups that have good properties with respect to Schubert varieties, and allowing one in particular to show geometric properties of the latter.

A very general treatment of this theory has subsequently been developed by P. Littelmann [17], thanks to the introduction of new combinatorial tools [15,16].

However one would like to have a purely geometric treatment of standard monomial theory, avoiding in particular the use of quantum groups as in [17]. In works in this direction [4,13], a proeminent rôle is taken by Richardson varieties [20], which are intersections of Schubert varieties.

A study of Richardson varieties is therefore desirable. Beyond the results that are already known, this study can be pursued in several directions.

· The combinatorial description of the singularities of Schubert varieties for the linear group [2,7,11,18] deserves to be extended to Richardson varieties.

· Likewise for the more geometric study of J. Carrell and J. Kuttler [6].

· Using the desingularisation of Schubert varieties via Bott-Samelson varieties [3,8], one can construct one for Richardson varieties, and standard monomial theory for these desingularized varieties deserves to be studied, just as it has been for the Bott-Samelson varieties [14].

· Certain geometric properties of varieties can be obtained by constructing toric degenerations for them. Such degenerations have been constructed for Schubert varieties [9,5] (more generally for spherical varieties [1]) and for Richardson varieties [19].They also exist for Bott-Samelson varieties [10], even if their link to the other constructions is not clear. It would be interesting to make analogous constructions for the desingularisations of Richardson varieties.

References: see French text.

