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Le probleme elliptique

Soient
» Q C RY ouvert borné
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» fel2(Q)
Regardons

-V -uVu+u = f dans (2
uVu-v = 0 sur 02 (condition de Neumann)

Formulation variationnelle
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Le probleme de régularité dans LP

On a
» fe (H(Q)) ~ ue H(Q)

Est-ce qu’'on a aussi
> fe (WP (Q)) ~ ue WP(Q)pourp>2

NON !

Obstructions
» Of2 non-régulier (coins, arétes,...)
» coefficient u discontinu
» conditions au bord mixtes



Le probleme de régularité dans LP

Probleme général
» Sous quelles conditions et pour quels p > 2 est-ce qu'on a
fe(WHWP(Q) = ue WHP(Q)?

En particulier
» Est-cequilyauntelp>d?
» Alors WP(Q) — C(Q), donc la solution est continue

[of
» d =3
» ) polyedre
» [, constant par morceaux (décomposition en polyedres)
» conditions de Neumann



Le probleme de régularité dans LP

Considerons
» Q C RS polyédre ouvert
» E4,..., Eyplans qui intersectent Q2 ~ partition de €2 en polyedres

» coefficient © constant sur chague composante connexe de
2\ UL E;

Cas modele dans cet exposé

Remarques
» But : Il existe p > 3, tel que f € (WP (Q)) implique u € W'P(Q)
» Probleme : Singularités de Vu aux coins et arétes



Résultats connus

» Groger, '89
» d=2,p>2
» € L, Q2 de bord Lipschitz, conditions au bord mixtes

» Dauge, 92

» d=3,p>3
» 1 = Id (Laplacien), polyedre convex, conditions mixtes

» Nicaise, Sandig, '99 :
» d = 2’ 3, P = 2
» polyedres, conditions mixtes, coefficients constants par morceaux

» Mazya, Elschner, Rehberg, Schmidt, '04 :

» Conditions de Dirichlet au bord
» Réduction du probleme au traitement des singularités aux arétes



Le Résultat de Maz'ya, Elschner, Rehberg et Schmidt

Remarque

La propriété recherchée “u e W'P(Q) pourun p > 3
» peut étre examiner par localisation et
» est invariante sous des transformations bi-Lipschitz.

Singularités aux arétes (Transformation de Mellin)

Pour chaque aréte donnée par la géometrie :

» Transformation affine posant I'aréte sur I'axe z
» fi; : coefficient ; transforme
» pj . partie 2 x 2 de fi; dans les directions x et y



Le résultat de MERS — Notations

On considere

la variable angulaire 6 € [0y, 0] et pourtoutj=1,....m
bo =/} 00329+2pﬁzsin90039+p’ézsin 0
bi = (pyy — ,0/11)S|n(900$9+p/12 cos? § — sin® )
by = p,, sin0 — 2/, sinf cos 0 + pl,, cos? .

On définit
'opérateur Ay, \ € C, dans L2(]Ay, Om[) par la forme sectorielle

Om - -
a(u,v) = / (b VIHAb UV = Aby U'V—N2bouV) A,  u, v € H}(100,0m])
6o

pour conditions au bord de Neumann/Dirichlet.



Le résultat de MERS — Réduction aux arétes

ldée de base
Distribution des A avec ker(.4,) # {0} donne des informations sur
I'intégrabilitée de Vu.

Theoreme (Maz'ya, Elschner, Rehberg, Schmidt, 2004)

Si pour tout aréte  ker(.Ay,) = {0} V Re(\) €]0,1/3],
alors il existe p > 3, t.q.

—V - uV Wy P(Q) — WP (Q)

est un isomorphisme topologique.

Remarques
» Les singularités dans les coins peuvent étre négligées
» Le théoreme est seulement connu pour des conditions de Dirichlet

» Les X avec Re(\) € ]0,1] et ker(Ay) # {0} sont dénommer valeurs
singulieres




Transformation a un probleme de Dirichlet

Rappel
La propriéte rechercheée
p’ “ue WHP(Q) pour un p > 3”
0 est invariante sous des
transformations bi-Lipschitz

A montrer
» Toutes les arétes satisfont au théoreme
de MERS, c’est-a-dire

» Pour 'opérateur correspondant A, on a
ker(.A,) = {0} pour tout Re(A) €]0,1/3].

réflexion
paire
g

Probleme de Dirichlet



Comment trouver les valeurs singulieres ?

Lemme (Information a priori)
Si A est une valeur singuliere, alors

Poo + 1)
2+/detp/

Im(\)| < max

- Re(\).

v

Une équation différentielle (probleme de transmission)
Soit v € ker(.A,). Alors

C (boV') + A(byv) + AbyV + N2bgv =0 dans 16,04/, J
M@j:O et [bgv’+>\b1v}9j =0, j=1,....m—1
condition au bord dans 6y, 0, (Dirichlet ou Neumann)

/NG

But

Montrer que pour Re(\) € ]0,1/3] il n'y a que la solution nulle.




Léquation transcendante

|
o
S
|
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C (boV') + A(byv) + AbyV +N2bgv =0 dans 16,04/, j
v], =0 et [bgv’+>\b1v}9j =0, j=1,....,m—1

J
condition au bord dans 6y, 0, (Dirichlet ou Neumann)

/NG

Bonnes nouvelles
» Un systeme fondamental est explicitement connu
(Costabel, Dauge, Lafranche, 2001)

» Les conditions de transmission et au bord donnent un systeme
linéaire 2m x 2m

» Ce systeme linéaire a une solution non-nulle < X\ est une
valeur singuliere

Mais

Léquation transcendante pour A, qui en résulte, est tres compliquée



Résultat pour quatre secteurs (condition de Neumann)
Soit |

G = R e = e G

oj =0 = Oj-1 +rj,  Dj=det(p))/?

Fn(X) = exp(iM(aq +02)) (1 — P52 exp(—2iAay))

Gn(N) = exp(iX(ag +as)) (1+ Bt exp(—2iday))

Théoreme (HD, Kaiser, Rehberg)

Si dans 6, et 64 on a une condition de Neumann, alors \ est une valeur
singuliere, ssi

On(N) := D3| Fn(A)+Fn(=A)] |GN(A) — Gh(=)]
+ Do |[Fn(A) — Fn(=A)] [Gn(A) + Gh(—=2)] = 0.

o




Résultat pour quatre secteurs (condition de Dirichlet)

Soit o

L 00 —P11121p75 . Sj exp(—2if;)+1
A Phopt1, 1 +2det(pl)1/2” = A exp(—2i0, 1)+
aj =0 —0i_1 + K, Dj = det(pj)1/2

Fo(A) = exp(iM(aq +02)) (14 P52 exp(—2iAay))

Gp(A) = exp(iM(az +as)) (1 — Zpt exp(—2iras))

Theoreme (HD, Kaiser, Rehberg)

Si dans 6 et 84 on a une condition de Dirichlet, alors X\ est une valeur
singuliere, ssi

®p(A) := D3[Fp(A)—Fp(=A)| [Gp(N) + Gp(—A)]
+ D | Fp(A) + Fp(=A)}[Gp(A) — Gp(—=A)] = 0.

o




Remarques

» Reésultat pour trois secteurs en posant p3 = p4
» Op est une fonction entiere
» 0 est un zéro simple de oy




Un grand merci a la symétrie

On a maintenant
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» conditions au bord de Dirichlet et de Neumann

Laréte qu’on veut traiter




Un grand merci a la symétrie

On a maintenant

Léquation transcendante pour \ pour
» jusqu’a quatre secteurs et
» conditions au bord de Dirichlet et de Neumann

Laréte qu’on veut traiter
Lemme
Si A\ n'est pas de valeur singuliere pour
p’ p?
, alors non

plus pour le truc a gauche.

o

A montrer
Les opérateurs A, correspondants a ces deux problemes de transmission
satisfont a ker(Ay) = {0} pour tout Re(\) € ]0,1/3].



On revient sur I'équation transcendante

_ dp—rly+2i, - 5j exp(—2if;)+1
S = p£2+p/1'1—|—2det(p/’)1/2’ Rj = argg_jexp(—ZiHj_1)+1
Qj = 91' — (9j_1 + Ky, Dj = det(pj)1/2

Fn(X) = exp(iM(aq +02)) (1 — p5p2 exp(—2iday))

Gn()) = exp(iX(as+as)) (14 2pt exp(—2idayg))

A est une valeur singuliere, ssi

On(N) = D3| Fn(A\)+Fn(=A)] [GN(A) — Gh(—N)]
+ Do |[Fn(A) — Fn(=N)] [Gh(A) + Gh(—=2)] = 0.

Lemme
91'—9/'_1 S ]O,7T[ — Qj € ]0,71'[
0j —0i_1 € |m, 21| = «j € |, 27].




Cas spéciaux

Quatre secteurs, Dy = D, et D3 = D,

A valeur singuliere <—
D5 CO’[()\(OM + 042)) + D, CO’[()\(O@ + 044)) =0

Cela implique
» Toutes les valeurs singulieres sont reelles

» Tous les secteurs < m = pas de valeurs
singulieres dans |0,1/4 4 ¢

Trois secteurs et Dy = Ds

A valeur singuliere <—
D5 cot(A(aq + a2)) + Dy cot(Aagz) =0

Cela implique
» Toutes les valeurs singulieres sont reelles
» Tous les secteurs < 7, 2° secteur < /2 avec coefficient scalaire
— pas de valeurs singulieres dans ]0,1/3 + ¢]



Est-ce qu'on est bien dans cette situation ?

On a besoin de

» Tous les secteurs < 7 p
» Deuxieme secteur < 7/2 0 ‘
» Dy = D», c.-a.-d. det(pq) =det(p>)
» pp=a-1Id
Rappel

2

Y
transf. linéaire
0 PONN
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Est-ce qu'on est bien dans cette situation ?

On a besoin de

» Tous les secteurs < 7 p
» Deuxiéme secteur < 7/2 0 ‘
» Dy = D>, c.-a.-d. det(p1) :det(pg)

» pp=a-1Id
Rappel
p2
transf. linéaire
0 PSS
Donc on a

» Pas de valeur singuliere a partie réelle < 1/3 pour ce probleme
De méme pour le probleme a condition de Dirichlet

Donc de méme pour le probleme refleté a six secteurs

Donc 'aréte satisfait bien au conditions du théoreme de MERS

>
>
>
» Solution du probléme elliptique dans W'-P(Q) pour un p > 3



Le resultat geneéral

Théoreme (HD, Kaiser, Rehberg)

Supposons
» Q C R3 polyédre ouvert avec un coin dans 0
» |l existe une application linéaire par morceaux, qui aplatit ce coin
» 1 est constant par morceaux sur une decomp. de 2 en polyedres

» Toute aréte dans 0f2 (proche de 0) est une aréte geometrique ou
une aréte a deux matériaux

» Toute aréte dans l'intérieur de 2 est sage (pas de valeurs
singulieres a partie réelle dans ]0, 1/3])

Alors
lly a un p > 3 et une voisinage U de 0, tel que
/ . —V.-uVu+u = f
1,p /
pour tout f € (W"P (Q2))’ la solution de { Wiy = 0

satisfait a nu €¢ W'P(Q) pour tout n € C(U).




Examples de coins qui peuvent étre aplatis par des
applications linéaires par morceaux

Le coin de pyramide Le coin Fichera

A étoilé A étoilé

Q

Deux prismes
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