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Résumé. Soient Σ une surface de Riemann non compacte et γ : Σ −→ Σ un
automorphisme libre et propre et tel que la surface de Riemann M = Σ/γ
soit non compacte. En utilisant le fait que Σ et M sont de Stein, on montre
que, pour toute fonction holomorphe g : Σ −→ C et tout λ ∈ C, il existe
une fonction holomorphe f : Σ −→ C solution de l’équation cohomologique
f ◦ γ − λf = g.

1. Préliminaires

Soit E un espace de Fréchet complexe dont la topologie est définie par une famille séparante
de semi-normes (pn)n∈N. On se donne un opérateur continu T : E −→ E (i.e. une
application linéaire continue). On dira que T est inversible s’il existe un opérateur continu
S : E −→ E tel que ST = TS = I (I est l’identité de E).
1.1. On appelle valeur spectrale de T tout nombre complexe λ tel que l’opérateur T − λI
ne soit pas inversible. L’ensemble des valeurs spectrales de T est le spectre de T ; on le
note σ(T ). Si E est un Banach, σ(T ) est une partie fermée de C contenue dans le disque
D(0, |||T |||) où |||T ||| est la norme de l’opérateur T . Ce qui n’est pas toujours le cas sur
un Fréchet quelconque.
1.2. On appelle valeur propre de T tout nombre complexe λ tel que l’opérateur T − λI
ne soit pas injectif. Tout vecteur x non nul de E qui vérifie Tx = λx est appelé vecteur
propre associé à la valeur propre λ. Bien sûr, toute valeur propre est une valeur spectrale.
1.3. Le problème

Soient Σ une surface de Riemann non compacte et H(Σ) l’espace des fonctions holo-
morphes Σ −→ C. Soit (Cn)n≥0 une suite croissante de compacts de réunion Σ. Pour
f ∈ H(Σ), on pose pn(f) = sup

z∈Cn

|f(z)|. On obtient ainsi une semi-norme sur H(Σ).

La famille (pn)n≥0 définit une distance δ(f, g) =
∞∑

n=0

1
2n

inf (1, pn(f − g)) invariante par

translation sur H(Σ) et qui en fait un espace de Fréchet. Soit γ un automorphisme de Σ.
Alors γ définit un opérateur de composition : f ∈ H(Σ) T7−→ f ◦ γ ∈ H(Σ) sur l’espace de
Fréchet H(Σ). C’est un automorphisme topologique de H(Σ) et donc λ = 0 est une valeur
régulière de T . Une question se pose naturellement : quelles sont les valeurs λ ∈ C∗ qui
constituent le spectre σ(T ) de T ? Les opérateurs T − λI sont-ils surjectifs ? A priori la
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réponse à cette dernière question n’est pas si évidente mais nous allons voir qu’une simple
remarque sur la cohomologie d’une variété de Stein à valeurs dans un faisceau analytique
cohérent permet de donner presque immédiatement la réponse. L’objet de cette note est
de démontrer le :
1.4. Théorème. Soient Σ une surface de Riemann non compacte et γ : Σ −→ Σ un
automorphisme agissant de façon libre et propre et tel que la surface de Riemann M = Σ/γ
soit non compacte. Alors :

i) Pour tout λ ∈ C, l’opérateur T − λI est surjectif i.e. l’équation cohomologique
Tf − λf = g admet une solution f ∈ H(Σ) pour toute donnée g ∈ H(Σ).

ii) On suppose Σ simplement connexe. Alors tout nombre complexe λ non nul est
valeur propre de l’opérateur de composition T induit par γ sur H(Σ). Le sous-espace
propre Hλ(Σ) associé à λ est isomorphe à H(M).

Si on pose Σ = C, γ(z) = z + 1 et λ = 1, on récupère le théorème de Guichard [Gu].
Le paragraphe qui suit sera consacré à la démonstration de ce théorème. Celle-ci va

nécessiter l’introduction de quelques ingrédients géométriques sur les surfaces de Riemann.

2. Démonstration du théorème

On rappelle que Σ est non compacte et que le groupe Γ engendré par γ est isomorphe à
Z. Le quotient M = Σ/γ est alors une surface de Riemann (non compacte par hypothèse)
et la projection canonique π : Σ −→ M est un revêtement holomorphe de groupe Z. Les
surfaces de Riemann Σ et M sont des variétés de Stein.

Pout λ = 0 la situation est immédiate : T est un automorphisme topologique de
l’espace de Fréchet H(Σ) i.e. 0 est une valeur régulière. Désormais, nous supposerons
λ 6= 0.
2.1. Surjectivité des T − λI

•On commence d’abord par rappeler une méthode de calcul cohomologique qui sera un
ingrédient essentiel dans la démonstration ; dans sa généralité, elle concerne les revêtements
entre espaces topologiques quelconques mais nous nous limiterons au cas des revêtements
holomorphes entre variétś complexes.

Soient M̃ une variété complexe muni d’une action holomorphe d’un groupe discret
(dénombrable) qu’on supposera, pour simplifier, de présentation finie. Si l’action de Γ est
propre et libre le quotient M = M̃/Γ est une variété complexe ; la projection canonique
π : M̃ −→ M est un revêtement galoisien holomorphe. On se donne un fibré vectoriel
complexe Ẽ −→ M̃ sur lequel le groupe Γ agit holomorphiquement. On suppose que Ẽ
induit un fibré complexe sur M de telle sorte que π∗(E) = Ẽ. Alors Γ agit sur l’espace
H(Ẽ) des sections holomorphes du fibré Ẽ :

(γ, σ) ∈ Γ×H(Ẽ) 7−→ γ · σ ∈ H(Ẽ)

qui devient ainsi un Γ-module. L’espace HΓ(Ẽ) des sections de HẼ) invariantes par Γ
s’identifie canoniquement à l’espace H(E) des sections holomorphes de E. On désigne par
Ẽ et E les faisceaux des germes respectivement sur M̃ et M et associés à Ẽ et E. L’image
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directe π∗(Ẽ) par l’application π du faisceau Ẽ n’est rien d’autre que le faisceau E . Il existe
alors une suite spectrale Er dont le terme E2 est donné par :

Ek`
2 = Hk(Γ, H`(M̃, Ẽ))

et convergeant vers H∗(M, E). (Cette suite spectrale résulte de la théorie des foncteurs
dérivés de Grothendieck [Gr]. On peut en trouver un exposé dans [Br].) Si M̃ est acyclique
i.e. :

H`(M̃, Ẽ) =
{
H(Ẽ) si ` = 0
0 si ` ≥ 1

la suite Er converge au terme E2 et on a Hk(M, E) = Hk(Γ,H(Ẽ)). Lorsque le groupe
Γ est isomorphe à Z et est engendré par un élément γ, tous les groupes de cohomologie
Hk(Γ,H(Ẽ)) sont nuls pour k ≥ 2, H0(Γ,H(Ẽ)) = HΓ(Ẽ) et H1(Γ,H(Ẽ)) = H(Ẽ)/C où
C est le sous-espace de H(Ẽ) engendré par les éléments de la forme σ−γ ·σ avec σ ∈ H(Ẽ).
Ce qui introduit de façon naturelle l’équation cohomologique discrète σ − γ · σ = α dans
l’espace H(Ẽ).

• On pose Ẽ = Σ × C ; Ẽ est le fibré en droites holomorphe trivial au-dessus de Σ ;
Soit ρ le morphisme de Z dans Aut(Ẽ) (groupe des automorphismes de Ẽ) qui à 1 associe
ρ ∈ Aut(Ẽ) défini par ρ(z, σ) = (γ(z), u(σ)) où u(σ) = λσ avec λ ∈ C∗. Le quotient
E = Ẽ/ρ est un fibré en droites complexes holomorphes au-dessus de M . C’est un fibré
plat de monodromie σ ∈ C 7−→ λσ ∈ C.

On s’intéresse à la cohomologie du groupe Z à valeurs dans l’espace H(Ẽ) des sections
holomorphes du fibré Ẽ ; l’action de Z sur H(Ẽ) est induite par ρ :

(ρ · σ)(z) = u(σ(γ−1z)) = λσ(γ−1z).

Comme Ẽ est trivial, H(Ẽ) est un H(Σ)-module libre de base la section σ0 constante qui
à z ∈ Σ associe le vecteur 1. Ainsi, toute section σ ∈ H(Ẽ) s’écrit σ(z) = f(z)σ0 où
f ∈ H(Σ). L’action de ρ sur H(Ẽ) s’écrit alors, sur σ = fσ0 :

(ρ · σ)(z) = λf(γ−1z)σ0.

• On a H0(Z,H(Ẽ)) = {sections ρ-invariantes} ; fσ0 ∈ H(Ẽ) est ρ-invarainte si, et
seulement si, on a λf(γ−1z) = f(z). Ceci signifie que λ est une valeur propre de l’opérateur
de composition T : f ∈ H(Σ) 7−→ f ◦γ ∈ H(Σ) dont f est un vecteur propre i.e. f ◦γ = λf .
L’espace H0(Z,H(Ẽ)) est donc “constitué” des vecteurs propres associés à la valeur propre
λ de l’opérateur T .

• Rappelons que H1(Z,H(Ẽ)) est le quotient de H(Ẽ) par le sous-espace des éléments
de la forme ρ·σ−σ. Son calcul se ramème à la résolution dansH(Ẽ) de l’équation ρ·σ−σ = ξ

i.e. à l’équation f(γz)
λ − f(z) = h(z) dans H(Σ) ou encore à f(γz) − λf(z) = g(z) avec

g ∈ H(Σ) donnée. On voit donc que l’opérateur T − λI sera surjectif si H1(Z,H(Ẽ)) est
trivial. Il le sera !
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Notons Ẽ et E les faisceaux des germes de sections holomorphes respectivement des
fibrés Ẽ et E. Ce sont des faisceaux analytiques cohérents (cf. [Hö]) respectivement sur
les variétés de Stein Σ et M . On a donc (cf. [Hö]) :

H1(Σ, Ẽ) = 0 et H1(M, E) = 0.

Rappelons qu’on a un revêtement holomorphe π : Σ −→ M de groupe Z et que l’image
directe π∗(Ẽ) par π du faisceau Ẽ n’est rien d’autre que le faisceau E . Comme (Σ, Ẽ) est
acyclique, la suite spectrale du revêtement π : Σ −→ M nous donne :

H1(Z,H(Ẽ)) = H1(M, E) = 0.

2.2. Valeurs propres et sous-espaces propres

Comme Σ est non compacte et simplement connexe, elle est biholomorphiquement
équivalente soit au plan complexe C soit au disque unité D = {z ∈ C : |z| < 1}. Nous
travaillerons donc sur ces deux modèles. Dans les deux cas, la surface de Rimann quotient
M = Σ/γ est non compacte (elle est difféomorphe à C∗).

Cas où Σ = C
Le groupe Aut(C) des automorphismes de la surface de Riemann C est le produit

semi-direct C o C∗ où C∗ agit sur C par multiplication (a, z) ∈ C∗ × C 7−→ az ∈ C. De
façon plus précise γ ∈ Aut(C) si, et seulement si, γ(z) = az+b où a ∈ C∗ et b ∈ C sont des
constantes. Si on demande à γ de ne fixer aucun point, il est nécessairement de la forme
γ(z) = z + b. Dans ce cas, l’opérateur de composition T associé transforme f ∈ H(C) en
Tf ∈ H(C) donnée par Tf(z) = f(z + b). Tout nombre complexe non nul λ = eξb (avec
ξ ∈ C) est valeur propre de T ; un vecteur propre associé est eξ(z) = eξz. D’où σ(T ) = C∗
dont tous les éléments sont des valeurs propres. Tout autre vecteur propre associé à λ est
une fonction holomorphe φ de la forme φ(z) = h(z)eξz où h est une fonction holomorphe
γ-invariante i.e. vérifiant h(z + b) = h(z) pour tout z ∈ C. Les fonctions holomorphes
sur C qui sont γ-invariantes s’identifient canoniquement aux fonctions holomorphes sur la
surface de Riemann quotient C/γ qui est isomorphe à C∗.

Cas où Σ = D disque unité

Le disque unité Σ = D est holomorphiquement équivalent au demi-plan supérieur
H = {z = x + iy ∈ C : y > 0} et il est plus simple de travailler sur ce dernier.

Tout automorphisme γ de H est de la forme γ(z) = az+b
cz+d où

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R).

Si γ n’a pas de point fixe, il est nécerairement une translation z 7−→ z + b où b ∈ R
(on dira que γ est parabolique) ou du type z 7−→ az avec a ∈ R∗+ \ {1} (on dira que γ
est hyperbolique). Lorsque γ est parabolique, on démontre, comme pour le cas de C, que
tout nombre complexe non nul λ = eξb (avec ξ ∈ C) est valeur propre de l’opérateur de
composition T ; un vecteur propre associé est vecteur propre eξ(z) = eξz. Tout autre
vecteur propre associé à λ est une fonction holomorphe φ : H −→ C de la forme φ(z) =
h(z)eξz où h : H −→ C est une fonction holomorphe γ-invariante i.e. vérifiant h(z + b) =
h(z) pour tout z ∈ H.
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Supposons γ hyperbolique de la forme γ(z) = az avec a ∈ R∗+ \ {1}. (On dira aussi
que γ est une loxodromie.) Il est alors immédiat de voir que tout λ = an (avec n ∈ N) est
valeur propre de T associée au vecteur propre en(z) = zn.

Rappelons que pour définir la fonction logarithme complexe, on procède à une coupure
du plan C. Sur l’ouvert Ω = C \ {w = u + iv : v = 0 et u ≥ 0} elle est définie par :

Log(w) = Log(|w|) + iarg(w).

On peut remarquer que la quantité w′ = Log(w) reste dans l’ouvert Ω. Nous allons utiliser
cela pour construire des vecteurs propres associés aux nombres λ ∈ C∗ \ {an : n ∈ N}.

Suposons λ ∈ C∗ \ {an : n ∈ N}. Alors la fonction w ∈ H −→ λw est bien définie

et donc la fonction ψ(z) = λθ(z) où θ(z) = Log(z)

Log(a)
est aussi bien définie pour tout z ∈ H

et est holomorphe. Un calcul simple montre que Tψ = λψ i.e. ψ est un vecteur propre
associé à la valeur propore λ. Tout autre vecteur propre (associé à la valeur propore λ) Ψ
est de la forme Ψ(z) = h(z)ψ(z) où h : H −→ C est une fonction γ-invariante i.e. vérifiant
h(az) = h(z) pour tout z ∈ H ; c’est une fonction holomorphe sur la surface de Riemann
quotient M = H/γ. ¤
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