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AVANT-PROPOS

Ce cours d’Analyse 5 a pour but d’introduire les étudiants de Licence 3 aux éléments
de base de la topologie. 1l est important en lui-méme et essentiel pour le reste des
modules enseignés a ce méme niveau et celui du Master 1 : mesure et intégration,
calcul différentiel, variable complexe, analyse fonctionnelle, géométrie différentielle
etc. Le mot topologie dérive de la composition de deux mots grecs topos et logos
qui signifient respectivement lieu et étude ; cela a donné étude du lieu. La topologie
est aussi I’étude des propriétés des figures qui restent invariantes par déformation
continue. Elle était présente en mathématiques implicitement depuis déja longtemps
mais son développement n’a pris une tournure spectaculaire que depuis la fin du
19eme siecle et le début du 20eme.

Nous avons choisi de nous limiter a la topologie métrique et nous nous sommes
restreints a l’essentiel. Quatre chapitres composent ce cours. Le premier intro-
duit la notion de métrique et toutes ses propriétés. Celle-ci amene a la notion
d’ouvert (et de fermé) et donc celle de topologie (canoniquement associée). Les
suites s’introduisent de facon naturelle et, bien entendu, la notion de convergence.
La complétude, qui est une notion fondamentale, est aussi étudiée. Le chapitre II
est consacré aux applications continues entre espaces métriques et tout ce qui tourne
autour. La continuité uniforme et la condition de Lipschitz apparaissent aussi avec
leurs propriétés. Les différentes notions d’équivalence de métriques sont explicitées.
Le théoreme du point fixe pour une contraction d’un espace métrique complet est
démontré en détail et illustré par un exemple d’application. Le chapitre se termine
par la connexité qui est une propriété topologique importante. Dans le chapitre 111
nous étudions la compacité dont tout le monde connait 'importance. Les belles
propriétés qu’elle confere aux fonctions continues la mettent au premier rang de
la topologie. Le chapitre IV est dédié a 1’étude des propriétés remarquables des
applications linéaires continues entre espaces normés (qui sont des cas particuliers
d’espaces métriques). Des exemples concrets sont visualisés sur certains espaces
fonctionnels assez présents en analyse.

Nous aurions aimé offrir un cours plus garni. Mais le manque de temps ne nous
permet malheureusement pas de le faire. Ceux qui désirent en savoir plus peuvent
consulter les trois ouvrages mentionnés ci-apres.
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CE QUI SERA SUPPOSE CONNU |

1. La hiérarchie numérique

Pour bien suivre ce cours d’Analyse 5, il est essentiel d’avoir en téte un certain
nombre de notions supposées déja enseignées en L1 et L2 et méme avant. C’est ce

que nous recensons dans ces pages préliminaires.

On rappelle que ’ensemble des nombres entiers naturels est noté N et est
exactement {0,1,2,3,4,--- n,---}. Ses éléments correspondent aux cardinaux des

ensembles finis : on compte les éléments ! Nous ne retiendrons que ce que nous

en savons intuitivement, c’est largement suffisant pour la suite. Il est muni de
deux lois de composition internes : ’addition (x,y) — = + y et la multiplication
(z,y) — xy. La premiere est telle que :

i) (x+y)+2z=z+ (y+ 2) pour tous z,y, z € N (associativité) ;
ii) 0 est un élément neutre i.e. x +0 =0+ x = 0 pour tout = € N.

Le couple (N, +) est appelé monoide. Comme on a en plus x +y = y + =
pour tous z,y € N (i.e. I'addition est commutative), on dira que c’est un monoide
commutatif. Mais c¢’est un objet un peu pauvre du fait qu’on ne peut pas y résoudre
le probleme : quel entier naturel faut-il ajouter a n avecn # 0 pour obtenir 0 7 Cette
question s’est effectivement posée, ce qui a amené les mathématiciens a construire
un ensemble contenant N auquel 'addition s’étend et dans lequel cette question
admet une réponse ! C’est ce qu’on note Z et dont les éléments sont appelés entiers
relatifs: Z={---,—n,---,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,--- ,n,---}. En quelque sorte,
ils ont symétrisé N pour obtenir Z ! L’addition y vérifie encore les propriétés

susmentionnées et on y a alors l’assertion (tout a été fait pour) :

iii) pour tout n € Z, il existe n’ € Z tel que n +n' = 0 ; ce nombre n’ est
habituellemnt noté —n et appelé opposé de n.
On dit que le couple (Z, +) est un groupe commutatif ou groupe abélien.

La multiplication possede aussi de bonnes propriétés et se comporte bien vis a
vis de ’addition :

iv) z(z + y) = zx + zy pour tous z,y, z € Z (distributivité) ;

v) xy = yx pour tous x,y € Z (commutativité) ;

e

vi) 1.z =z -1 pour tout x € Z (1 est un élément unité)
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On dit alors que Z muni de 'addition et de la multiplication est un anneau
commutatif unitaire (commutatif car la multiplication est commutative, unitaire car
il possede un élement unité ; un anneau quelconque n’est pas toujours commutatif

et n’a pas obligatoirement un élément unité).

Sur I’ensemble Z on peut donc faire l'addition et la multiplication avec un
certain nombre de propriétés et de regles. Ceci reste toutefois insuffisant : comment
traduire mathématiquement le partage de 3 galettes entre 7 personnes 7 A priori,
cela ne peut pas se faire dans 'anneau (Z,+,-) ! Il faudrait 'agrandir encore de
facon a ce que cette opération ait un sens ! C’est ce qui a amené la construction
des nombres rationnels ; ils forment un ensemble noté Q. Ses éléments sont du
type g avec p € Z et q € Z* : c’est p divisé par ¢ tout simplement méme si cela
heurte certains puristes vivant dans ’obsession du formalisme ! L’écriture g n’est

§ et 2—2 représentent le méme rationnel quel que soit k € Z*. Pour

pas unique :
avoir la plus simple, on pourrait convenir de choisir ¢ € N* et |p| et ¢ premiers entre
eux i.e. ils n’ont aucun facteur commun dans leurs décompositions respectives en
facteurs premiers. (On peut toujours se ramener a cette forme en procédant a des

“simplifications”.) L’addition et la multiplication sont définies par les formules :

P11 P2 q2p1+ qip2 P1 P2 Pip2
— === et — .2 =

q1 q2 q142 q1 42 q142 '

Une propriété supplémentaire est vérifiée : pour tout rationnel non nul r il
existe un rationnel r’ tel que r -7’ =1 ; sir = g, r’ n’est rien d’autre que %
(p # 0 car r est non nul). (Historiquement, il semble que la construction des
nombres rationnels positifs a précédé celle des entiers relatifs | En quelque sorte,
le besoin de diviser était antérieur a celui de symétriser !) Dans Q, on peut donc
additionner, soustraire, multiplier, diviser et inverser les éléments non nuls ! On dit
que le triplet (Q, +, ) est un corps commutatif. En plus, deux éléments quelconques
r,r’ dans Q peuvent étre comparés : on a toujours r < 7’ ou ' < r. La relation
“est plus petit ou égal a”, qu'on a notée <, est un ordre total compatible avec
les opérations d’addition et de multiplication : r < v = r + s < ' + s pour
tout s € Q et r < ' = sr < sr’ pout tout s € Q. C’est déja pas mal !
Mais malheureusement cela reste encore insuffisant, la réalité demande plus ! Un
carré de coté 1 existe, sa diagonale existe aussi mais comment la “mesurer” par
un rationnel 7 Meéme ordre de difficulté : existe-t-il un plus grand rationnel d tel

que d? < 2 ? Peut-on donc trouver un tel rationnel ? (on ne sait pas encore s’il
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y a autre chose). Malheureusement ou heureusement (chacun l’appréciera comme
il le voudra) la réponse est non ! Le “nombre” d doit donc appartenir a quelque
chose de plus grand que Q. Ces questions ont amené la construction des nombres
réels. Ils forment un ensemble noté R et auquel les opérations d’addition et de
multiplication se prolongent. Le triplet (R, +,-) est ainsi muni d’une structure de
corps commutatif : on peut additionner et multiplier sans faire attention a ’ordre

et prendre des opposés et des inverses !

Nous aurons besoin des propriétés et notations qui suivent dans R.

Soient a,b € R tels que a < b.

[a,b] = {x € R:a <z < b} intervalle fermé borné d’extrémités a et b ;

la,b|={x € R:a < x < b} intervalle ouvert borné d’extrémités a et b ;

[a,b[= {z € R:a <z < b}etlab ={r e R:a< x < b} intervalles
semi-ouverts (ou semi-fermés) bornés d’extrémités a et b ;

| —o00,al={r € R:z < a}et]a,+oo[={zr € R:a < x} intervalles ouverts non
bornés ;

| —o0,al ={z e R:z <a}et|a,+oo[={x € R:a <z} intervalles fermés non
bornés ;

|a, b| désignera indifféremment un intervalle ouvert, fermé ou semi-ouvert etc.
mais toujours borné. De méme, |a, +oo[ et | — 00, a| désigneront indifféremment des

intervalles ouverts, fermés mais non bornés.

Une partie A de R est dite majorée (resp. minorée) si elle est contenue dans
un intervalle du type | — oo, al| (resp. |a,+o0[) ; tout a qui vérifie cette propriété
est appelé majorant (resp. minorant) de A ; le plus petit (resp. le plus grand)
des majorants (resp. des minorants) est appelée borne supérieure (resp. borne
inférieure) de A. On dira que A est bornée si ell est contenue dans un intervalle du
type |a,b| (avec a,b € R). On a I'assertion qui suit (qui a motivé la construction de
R) :

Toute partie magjorée (resp. minorée) de R admet une borne supérieure (resp.
inférieure).

On a la notion de wvaleur absolue d’'un nombre x € R ; c’est le nombre réel

positif :
|33‘ o {x siz >0
r stz <O0.

La valeur absolue vérifie les propriétés qui suivent :

i) |z =0<= 2 =0;



ii) [Ax| = |A| - |z| pour tous A,z € R ;

iii) |z + y| < |z| + |y| pour tous z,y € R.

On a aussi la notion de suite : famille dénombrable de réels rangés comme
suit x1,x9 -+, Ty, --. On la note habituellement (x,). On dira que (x,,) converge
s'il existe x € R tel que, pour tout € > 0, il existe un entier naturel N tel que
|x — x| < e pour n > N ; x est unique et est la limite de (x,,). La propriété qui
suit est souvent utilisée :

Toute suite croissante (resp. décroissante) majorée (resp. minorée) est con-

vergente. Tout nombre réel est limite d’une suite de rationnels.

A-t-on tout ce qu’il faut 7 Non ! D’autres besoins ont montré que le corps des
réels (R, +,-) n’est pas un objet suffisant : 1’équation polynomiale 22 +1 =01’y a
pas de solution ! Il faut donc encore élargir. C’est ce qui a amené la construction
du corps C des nombres complexes. Ses éléments sont de la forme z = x + iy avec
x et y des réels et ¢ un nombre imaginaire inventé pour les besoins de la cause i.e.
vérifiant 2 = —1 ! Les régles d’addition et de multiplication sont :

(z1 +i1) + (22 + 1y2) = (@1 + x2) +i(y1 + y2)
et
(w1 +iy1) - (w2 +iy2) = (v172 — Y1Y2) + i(T1Y2 + T2y1).

Ce qui manque dans R est récupéré dans C : le corps (C,+,-) est algébriquement
clos, ce qui signifie que toute équation polynomiale :

anz"n—i—anlz"_l +-o+ar1z+ag=0

admet au moins une solution dans C. En plus de cela, le fait que la correspondance
(r,y) € R? — z + iy € C soit une bijection permet d’utiliser de facon capitale les

nombres complexes pour faire de la géométrie dans le plan.

Dans C, nous avons la notion de module d’'un nombre complexe z = x + iy. 1l
est défini par I'égalité |z| = \/x? + y2. 1l vérifie les propriétés suivantes :

i) |2 =0<=2=0;

ii) [Az| = |\| - |z| pour tous A, z € C ;

iii) |z + w| < |z| 4 |w| pour tous z,w € C.

Gardons donc en téte les inclusions qui suivent et le fait que chacune d’entre
elles a été établie pour répondre a une question :

NCcZcQcRcC.

8



2. Quelques rappels

Un ensemble E est dit dénombrable s'il est en bijection avec N* = N\ {0} (qui
est aussi en bijection avec N tout entier). Cela signifie qu’il existe une application
bijective ¢ : n € N* —— x,, € E qui permet de numéroter les éléments de F i.e. F
peut s’écrire {x1, o, , Tpn, -}

Soient E une partie de R et f : E — R une fonction. On dira que f est bornée
s'il existe un nombre réel M > 0 tel que |f(x)| < M pour tout x € E. Si E est un
intervalle fermé borné [a, b et si f est continue alors f est bornée ; on peut méme

dire plus : il existe xg,z1 € F tels que :

inf f(z) = f(zo) et sup f(z) = f(21)

el el

i.e. les extrémums de f sont les valeurs de f en des points de E (ce n’est pas

toujours le cas d’une fonction bornée quelconque).

Une fonction complexe f : EF — C est la donnée de deux fonctions réelles
u,v: E — R telles que f(x) = u(x) +iv(x). Elle est bornée si, et seulement si, les
deux fonctions réelles u et v le sont ; elle est continue si, et seulement si, les deux

fonctions réelles u et v le sont.

Soient a et b des réels tels que a < b. Si f : [a,b] — R est une fonction
continue, son intégrale de Riemann est parfaitement bien définie et est notée :

/a ’ f(x)dz.

Si f est continue, la fonction F : z € [a,b] — [ f(t)dt € R est aussi continue,
dérivable méme sur 'intervalle ouvert ]a, b[ de dérivée F’' = f (sur ]a, b[ bien str).

L’intégrale d’une fonction complexe continue f : [a,b] — C avec f = u+iv se

/abf(x)da: - /abu(ac)dx —I—i/abv(x)dx.

Rappelons aussi que, si x € Ry et p € RY, la notation z? désigne le nombre :

définit par :

p {O siz =0
P = .
ePlnr o >0

ou In x est le logarithme népérien de x 7.e. on a y =Inz <= x = €Y.



CHAPITRE 1
TOPOLOCIE D’UN ESPACE METRIQUE

Soit F¥ un ensemble non vide. Comment peut-on y définir la notion de proximité
i.e. quand pourra-t-on dire que deux éléments z,y € E sont voisins 7 Dans la vie
courante on répond a cette question en utilisant une distance. C’est ce qui permet
de parler de proximité de deux villes par exemple ! Nous pourrions faire la méme
chose si nous disposions aussi d’une distance d sur E. Lorsque c’est le cas, on dira
que (E,d) est un espace métrique. C’est 'objet de ce chapitre ; il sera fondamental

pour toute la suite du cours.
1. Premiéres définitions

Dans cette section on introduira la définition d’une distance (ou métrique), on en
donnera quelques exemples et les premieres propriétés. On sait intuitivement qu’une
distance est associée a deux points, que c’est un nombre positif, qu’elle ne prend
pas en compte 'ordre des points (la distance de = a y doit étre la méme que celle
de y a z) et qu’aller directement de x a y est toujours plus court que de transiter
par un troisieme point z ! Cela justifie les trois axiomes donnés dans la définition
qui suit.
1.1. Définition. Une distance (ou métrique) sur E est une application d :
E x E — Ry telle que :

i) d(x,y) =0 si, et seulement si, t =y ;

it) d(z,y) = d(y,x) pour tous x,y € E ;

i) d(xz,y) < d(x,z) + d(z,y) pour tous x,y,z € E.

Le couple (E,d) s’appelle espace métrique.

1.2. Exemples

i) On prend E = R. Pour tous z,y € E, on pose d(z,y) = |x — y|. On définit
ainsi une application d : F x E — R . Elle vérifie les trois axiomes de la définition
1.1 (¢f. les propriétés de la valeur absolue). C’est donc une distance sur R. On
lappelle distance usuelle (il en existe d’autres comme on le verra).

ii) On prend E = R" avec n € N* tel que n > 2 (pour exclure le cas n = 1 déja

vu). Pour tous z,y € E de coordonnées respectives (z1,--+,z,) et (Y1, ,yn), ON
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pose :

n

=1

t=1,---\m
=1

Les deux premieres sont un cas particulier de celle qui suit. Soit p un nombre réel
tel que p > 1. Pour x,y € R", on pose :

P

dp(x,y) = (Z |z — yz‘|p>

On vérifie (avec un peu de travail) que di, dz et ds (et d, aussi) sont des
distances sur R"™. On verra qu’elles ont quelque chose de plus que les autres du fait
qu’elles utilisent la structure linéaire sur R.

iii) On suppose que FE est un ensemble quelconque. Pour tous points x et y de
E, on pose :

1 six
(5(30,3/):{0 Simig?j.

Un examen immédiat de 'application § : £ x E — R, montre que c’est une
distance sur E. On lappelle distance discréte (ou métrique discréte) sur E (on

justifiera cette appellation par la suite).

1.3. Définition. Supposons que E est un K-espace vectoriel (K est R ou C). On
appelle norme sur E toute application || || : E — R4 telle que :

i) ||x|| =0 si, et seulement si, x = 0 (séparation) ;

ir) || Ax|| = |A| - ||z|| pour tout x € E et tout A € K (homogénéité) ;

iir) ||z + yl|| < |lz|| + ||ly|| pour tous z,y € E (inéaglité du triangle).

Lorsque ' = K on a vu que la valeurs absolue (cas réel) ou le module (cas
complexe) z € K — |z| € R, est une norme sur K.

On dira que le couple (E, || ||) est un espace normé (réel si K = R et complexe
si K= C). Une norme donne toujours naissance a une métrique d : £ x £ — R
définie par d(z,y) = ||z — y||. On dira que 'espace métrique (E,d) est associé a
I'espace normé (E, || ||). Cette métrique d vérifie les propriétés :

(%) d(Az, \y) = |A|d(x,y) (homogénéité) ;

(%) d(x + a,y + a) = d(x,y) (invariance par translation).
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Ces deux propriétés sont importantes. Elles sont nécessaires (comme exercice,
voir si elles sont suffisantes) pour qu'une métrique provienne d’une norme. C’est
le cas des métriques di, ds et doo qu’on vient de donner sur ’espace vectoriel R™ ;

elles sont associées respectivement aux normes :

|z]|oc = max |z;].
1=1,---,n

)

n
lefly = laal  lzllz =
=1

On a aussi la norme dite L? (qui donne la métrique d,) :

1

n P

lz]lp = <pr> :
i=1

Par contre, la métrique discréte § sur R™ ne peut pas provenir d’une norme :

elle est invariante par translation mais elle n’est pas homogene.

L’inégalité qui va suivre est immédiate a obtenir et tres pratique dans certaines
démonstrations. Soient z,y, z trois points de 'espace métrique (E,d). Alors on a
I'inégalité triangulaire d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) i.e. d(x,z) — d(z,y) < d(z,y). En
permutant x et y on obtient d(z,y) — d(z, z) < d(z,y). Ce qui donne :

|d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y).

Si d provient d’une norme (cas ou F est un K-espace vectoriel), on prend x et y des

vecteurs quelconques et z = 0 ; on obtient alors les inégalités :
[l =yl | < lle =yl et [zl =[lyll | < llz+yll

Avant de continuer, donnons encore des exemples de normes sur des espaces
vectoriels dont les éléments sont des fonctions vérifiant certaines propriétés. Soit F
I’ensemble des fonctions continues f : [0,1] — C. Pour f € FE et p € [1,+00], on
pose :

Hf||1=/0 |f(x)]dz ||sz:\//O [f(@)2dz |[fllc = sup [f(z)]

z€[0,1]
1 P
171l = ( / \f(:c)lpdx> .

12
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Elles généralisent celles définies sur R™ et que nous avons notées de la méme maniere.
1.4. Sous-espaces métriques

Soient (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E ; d est une
application £ x F — R,. L’application dg : (z,y) € A x A — d(x,y) € Ry
est parfaitement bien définie et vérifie évidemment les axiomes i), ii) et iii) de la
définition 1.1. Elle définit donc une métrique sur A. On dira que (A,d4) est un

sous-espace métrique de (E,d). On dira aussi que d4 est la métrique induite par d
sur A. Quand il n’y a pas risque de confusion d4 sera notée simplement d.

1.5. Produit d’espaces métriques

Soient (E1,dy),- -, (Ey,dy) n espaces métriques. On pose E = Ey X --- X E,,.

Un élément x de E est donc un n-uplet (z1,---,z,) avec x; € E; pour i = 1,-- -, n.
A partir de dy,---,d,, on peut définir plusieurs métriques sur F ; par exemple en
posant :

n

dip(z,y) = Zdi(l’i,yz‘) dyp(z,y) = Zdi(l’i,yi)Q dg (z,y) = max di(;, ;).
i=1

P 1=1,---,n

Le fait que df, d% et d¥ soient effectivement des métriques se vérifie assez
facilement (en tout cas pas plus difficilement que pour les trois métriques déja

rencontrées sur R").
1.6. Diametre d’un espace métrique

Soit (F,d) un espace métrique. On appelle diamétre de E le nombre positif,

nul ou égal a +oo défini par §(F) = sup d(z,y).
r,yelk

Si0 < §(F) < 400, on dira que (E,d) est borné ou de diamétre fini sinon on
dira que (F,d) est de diameétre infini.

Par exemple, R muni de sa métrique usuelle a un diametre infini. En effet,
pour tout n € N : §(R) > d(n,0) = n ; donc §(R) = +o00. Par contre tout intervalle
borné I = |a,b| muni de la métrique induite est de diametre fini §(I) = b — a (dire

pourquoi).
2. Topologie d’un espace métrique

Dans toute cette section (F,d) sera un espace métrique. On va y définir la notion

de proximité en utilisant la métrique d.
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2.1. Définition. On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre
x € E et de rayon r > 0 [’ensemble :

B(z,r)={y € F :d(x,y) <r} (resp. B(z,r) ={y € E :d(z,y) <r}).

On vérifie de fagon immédiate que si r < r alors B(x,r) C B(x,r’), ce qui est

parfaitement conforme a l’intuition qu’on en a.

Exemples
i) Si E = R et d est la métrique usuelle d(x,y) = |z — y| alors la boule ouverte
de centre x et de rayon € > 0 n’est rien d’autre que :

B(z,e)={yeR:|lz—y|<e}={yeR:—e<z—y<e} =z —¢c,z+¢

i.e. intervalle ouvert de longueur 2¢ et centré en x. De méme, une boule fermée
de centre x et de rayon € > 0 n’est rien d’autre que :

B(zye)={yeR:|lz—y|<e}={yeR:—e<z—-—y<e}l=[r—¢cx+¢

i.e. l'intervalle fermé de longueur 2¢ et centré en z.

ii) On prend E = R? et d la métrique dy associée & la norme || ||z. Alors la
boule ouverte de centre z = (x1,x3) et de rayon ¢ n’est rien d’autre que :

Be,e) = {(yn,v2) € B : /(@1 =517 + (@2 =32 < ¢}

B(z,e) = {(y1,y2) € R*: (21 —y1)? + (m2 — 42)® < e’}

ou on reconnait le disque ouvert de centre x et de rayon €. C’est normal qu’on
trouve quelque chose de rond : dy est la métrique euclidienne. (Elle provient de la
norme || ||2 qui elle-méme provient d’un produit scalaire qui permet de définir la
notion d’angle.)

Le lecteur pourra décrire lui-méme les boules ouvertes de centre x et de rayon
€ associées respectivement aux métriques d; et do (il faut surtout les dessiner pour

bien voir qu’elles ont un aspect différent de celui de la boule euclidienne).

iii) Cette fois-ci F est n’importe quel ensemble non vide muni de la métrique
discrete §. Soient © € E et € > 0. Rappelons que B(x,e) = {y € E : §(z,y) < €}.
On peut voir facilement que :

B(x. :{{LE} sie<1
(z.€) FE sie>1.
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2.2. Définition. Une partie U de E est dite ouverte (ou que U est un ouvert de
E) si, pour tout x € U, il existe € > 0 (dépendant de x) tel que la boule ouverte

B(x,e) soit contenue dans U.

Exemples

i) L’ensemble vide () est un ouvert. En effet, il n’y a aucun x pour lequel on
doit vérifier la propriété !

ii) L’ensemble F tout entier est un ouvert : il contient n’importe quelle boule
(ouverte ou fermée) !

iii) Une boule ouverte B(x,r) est un ouvert. Pour le voir, soient y € B(z,r)
et n = min{d(z,y),r —d(z,y)}. On prend € > 0 tel que ¢ < n. Alors B(y,e) C
B(xz,r). En effet, soit z € B(y,¢) ; on a :

d(z,z) <d(z,y) +d(y,2) <d(z,y)+e <d(z,y) +r—d(z,y) =r,

donc z € B(z,r).
2.3. Définition. Soit F' une partie de E. On dira que F est fermée (ou que F est

un fermé de E) si son complémentaire U = F¢ est un ouvert.

Exemples
i) L’ensemble vide () et E sont des fermés de F puisque leurs complémentaires
respectifs E et () sont des ouverts.

ii) Toute boule fermée B(x,r) est un fermé. En effet, démontrons que son
complémentaire U est un ouvert. Soit y € U et posons n = d(x,y) ; alors n > r.
Prenons € > 0 tel que ¢ < n — r. Alors la boule ouverte B(y, ) est contenue dans
U. En effet, soit z € B(y,e) ; on a d(z,z) > d(z,y) —d(y,z) >n—ec > r ie
z & B(z,r) c’est-a-dire z € U.

Les ouverts et les fermés d’un espace métrique vérifient les propriétés énumérées

dans la proposition qui suit.

2.4. Proposition. Soit (E,d) un espace métrique. Alors :
i) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.
i1) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
ii1) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

iv) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Démonstration. 1) Soit {U,};cr une famille quelconque d’ouverts et posons U =

U U;. Montrons que U est un ouvert. Soit x € U ; il existe alors au moins un
il
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ig € I tel que x € U;,. Comme U, est ouvert, il existe € > 0 tel que B(z,e) C Us;
par conséquent B(z,e) C U;, C U.

ii) Soit maintenant {U,---,U,} une famille finie d’ouverts de E et posons

n
U= ﬂ U;. Montrons que U est ouvert. A cet effet, soit © € U ; alors = appartient
i=1

a chacun des Uy,---,U, ; comme ils sont tous ouverts, pour tout ¢« = 1, n,
il existe e1 > 0,---,&, > 0 tels que B(x,e1) C Uy,---,B(z,e,) C U,. Posons
= ilnf {e1,--+,en}. On a alors :

i=T1,m

B(z,e) C B(x,e1) C Uy, -+, B(x,e) C B(x,e,) C Uy,

et par suite B(z,e) C U. Ce qui montre que U est ouvert.

iii) Soit {F;}ic; une famille quelconque de fermés et posons F' = ﬂ F;. Alors
il

C
U=F°¢= (ﬂ FZ> = U F?. Comme chaque F; est fermé, chaque Ff est ouvert
il iel
et donc U F¢ est un ouvert, ce qui montre que F' est un fermé.
il
n c n
iv) On raisonne comme en iii) en utilisant le fait que (U FZ> = ﬂ Fr. O
i=1 i=1
Par contre l'intersection d’une famille infinie d’ouverts peut ne pas étre un
ouvert comme le montre I'exemple qui suit. On prend £ = R muni de la métrique

usuelle. Pour tout n € N non nul, on note U,, I'intervalle ouvert | — &, 1[. Alors
o0

ﬂ U; = [0,1] qui n’est pas ouvert | De méme, une réunion infinie de fermés n’est

n=1
pas toujours un fermé. On prend £ = R muni de la métrique usuelle. Pour tout

oo
n € N non nul, on note F, l'intervalle fermé [1,1—1]. Alors U F; =]0,1[ qui n’est

n=1
pas fermé !

2.5. Définition. Notons 7 [’ensemble de tous les ouverts de l’espace métrique
(E,d). Nous avons vu que :

i)0eT etEeT;

i1) toute réunion d’éléments de T est un élément de T ;

ii1) toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T .
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On dira que T est la topologie canonique de [’espace métrique (E,d). Si la
métrique d est associée a une norme || || (cas ot E est un espace vectoriel), on dira
que T est la topologie canonique de l’espace normé (E,|| |]).

2.6. Définition. Soit x un point de E. On appelle voisinage de x toute partie de

E qui contient un ouvert contenant x.

La notion de voisinage est un peu plus souple que celle d’ouvert et souvent
utilisée dans les définitions et dans la pratique car elle est liée aux points. Soit
(E,d) un espace métrique.

Exemples

i) Une partie U de E est ouverte si, et seulement si, elle est voisinage de chacun
de ses points. Supposons U ouverte et soit x € U ; alors U est un ouvert contenu
dans U et qui contient x, donc U est voisinage de x. Inversement, supposons que U
est voisinage de chacun de ses points ; montrons que U est un ouvert. A cet effet,
soit x € U ; alors il existe un ouvert V, contenu dans U et contenant x. Il existe
donc une boule ouverte B(z,¢) telle que B(z,e) C V,, C U, donc U est ouvert.

ii) Supposons £ = R muni de sa métrique usuelle. Prenons V' = [0,1[. Alors
V n’est ni ouvert ni fermé ; V est un voisinage de tout point = €]0, 1 (facile a
vérifier) mais il n’est pas un voisinage du point x = 0 car V' ne contient aucun

ouvert contenant 0).

On a la proposition qui suit dont la démonstration est exactement la méme que
celle de la proposition 2.4. 11 est toutefois conseillé au lecteur de la mener (cela ne

peut lui faire que du bien).

2.7. Proposition. Soit x un point de E. Alors :
i) une réunion quelconque de voisinages de x est un voisinage de x ;
it) une intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x. (Mais une

intersection quelconque de voisinages de x n’est pas toujours un voisinage de x.)

On peut aussi remarquer que toute partie qui contient un voisinage de x est

elle-méme un voisinage de .
2.8. Séparation

Un espace métrique (F,d) est toujours séparé, c’est-a-dire que deux points
distincts x et y ont des voisinages respectifs V,, et V,, tels que V; NV, = 0. En
effet n = d(x,y) est un nombre strictement positif ; si on prend V, = B(z, 2) et
Vy = B(y, 2), clairement V, NV, = 0.
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2.9. Topologie induite

Soit A une partie de E. On a vu qu’on peut toujours restreindre la métrique d
a A de telle sorte que le couple (A, d) soit a son tour un espace métrique. Il a donc
une topologie associée qu’on notera 74. Un élément de 74 est donc un ouvert de
I'espace métrique (A, d). On peut montrer facilement ’assertion qui suit (laissée au
lecteur) :

V' est un ouvert de (A,d) si, et seulement si, il existe un ouvert U de (E,d) tel
que V.= ANU. On dira qu’un ouvert de A est la trace sur A d’un ouvert de F.

3. Suites

C’est 'une des notions clés de la topologie métrique. Elle interviendra de facon

constante le long de ce cours. Soit (E,d) un espace métrique.

3.1. Définition. On appelle suite dans E toute application N* — E. L’image de
n € N* sera notée x,. On écrit habituellement la suite sous la forme (zy)n>1 ou
simplement (x,,). S’il existe k € N* tel que x,, = xx, pour n >k, on dira que (zy,)
est stationnaire (a partir de k).

3.2. Définition. Soit (z,,) une suite dans E. On dit que (z,) converge s’il existe
x € E tel que, pour tout € > 0, il existe N € N* tel quen > N = d(z,x,) < €.
Autement dit, toute boule ouverte centrée en x contient tous les termes de la suite

a partir d’un certain rang.

Le fait qu'une suite (z,) converge se traduit par l'existence d’un point z
vérifiant la propriété qu’on vient d’énoncer. Peut-il y en avoir plusieurs 7 Non

comme le dit la proposition qui suit.

3.3. Proposition. Si la suite (x,,) converge vers x, le point x est unique. On dira

que x est la limite de (z,,).

Démonstration. Supposons que (z,) converge a la fois vers x et y et soit € > 0.
Alors il existe N, K € N* tels que :

n>N= d(z,z,) < et nZK:>d(y,a:n)<g.

| ™

Par suite : n > max(N, K) = d(x,y) < d(z,x,) + d(zn,y) < €. Ceci dit que le

nombre d(x,y) est inférieur & tout € > 0 ; il doit donc étre nul i.e. x = y. U

Exemples

i) Toute suite stationnaire est bien str convergente !
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ii) On prend £ = R muni de sa métrique usuelle d(x,y) = |z —y|. On considere
la suite (z,,) donnée par z, = 1. Alors (z,,) converge vers 0 (ou a pour limite 0).
Par contre la suite (y,) donnée par y, = n ne converge pas ; celle donnée par
U, = (—1)" non plus !

iii) Soit (F,0) un espace métrique discret i.e. E est un ensemble non vide
muni de la métrique discrete. Alors toute suite convergente est stationnaire. En
effet, si (x,) converge vers x, pour tout € > 0 il existe N € N* tel que §(x,z,) <
pour n > N ou encore x,, € B(z,¢) pour n > N. En particulier pour € < 1 on a
B(z,e) = {z} donc x,, = xny = x pour n > N. On constate que la métrique discrete

n’a que les suites stationnaires comme suites convergentes ! Quelle pauvreté !

iv) Soit C ’espace vectoriel réel des fonctions continues [0,1] — R. On le

munit de la norme :

1 flloo = sup [f(2)]
z€[0,1]
et de la métrique associée doo(f,9) = ||f — 9llco. Pour tout n € N*, on note f,

I’élément de C défini par f,(x) = ™. On cherche a voir si cette suite a une limite

dans C. Si elle existe, elle est forcément une fonction continue [0, 1] LR telle que

la quantité ||f — fn||c tende vers 0. Comme pour tout = € [0, 1] :

[f(@) = fa (@) < |If = Falloo

la quantité |f(z) — fn(z)| tend vers 0 aussi i.e. la suite de réels f,(x) tend vers
f(x). Ceci signifie que la suite (f,) doit d’abord converger point par point. Soit
xz € [0,1] ; alors si x = 1, la suite f,(x) = 1™ = 1 est constante égale a 1, donc
converegente ; si 0 < x < 1, la suite f,,(z) = 2™ converge vers 0. Le candidat pour

étre donc la limite de la suite (f,,) est la fonction :

fn(SL‘)Z{l six=1

0 sinon.

qui est n’est pas continue. La suite (f,,) ne converge donc pas dans l’espace normé
(C 1] loo)-

3.4. Exercice

Soient (F,d) un espace métrique et F' une partie de E. Montrer que F est
fermée si, et seulement si, toute suite dans F' qui converge a sa limite dans F.

(Comme définition de fermé, prendre la 2.3.)
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4. Adhérence, intérieur, frontiere

On se donne toujours un espace métrique (E,d). Soit A une partie de F.

4.1. Définition. On appelle adhérence de A le plus petit (au sens de l'inclusion)
fermé contenant A. On le note A.

L’adhérence de A est aussi 'intersection de tous les fermés qui contiennent A.
Un point de A est dit adhérent & A. Un point « de E est adhérent & A si toute
boule ouverte centrée en x intersecte A ou, de fagon équivalente, x est limite d’une
suite de points de A.

On dit que A est dense (ou partout dense) si A = E. Une partie F' de E est
fermée si, et seulement si, F = F.

Fondamental. Le corps des rationnels Q est dense dans le corps des réels R.

(C’est la construction méme de R a partir de Q qui donne cela.)

Remarque. “L’adhérence” est une notion relative : I’adhérence de A dans A
est A (que A soit ouvert ou fermé).

Attention ! L’adhérence B(z,¢) de la boule ouverte B(x,e) n’est pas toujours
la boule fermée B(z,¢). En effet, considérer un espace métrique discret (F, §) ayant

au moins deux points et comparer la boule fermée B(x,1) a I’adhérence B(x, 1) de
la boule ouverte B(z,1).

4.2. Définition. Soit x € E. On dit que x est un point d’accumulation de A
si toute boule ouverte centrée en x contient un élément a € A distinct de x. C’est
donc aussi un point adhérent a A. On dit que a € A est un point isolé de A s’il
existe un voisinage V de a (dans E) tel que VN A = {a}.

Exemples

e On prend F = R muni de la distance usuelle.

i) Si A =]0,1[ alors A = [0, 1].

ii) Si A = {0}U]1,2] alors A = {0} U[1,2] ; 0 est un point isolé car son voisinage
V =] —1 1lest tel que VN A={0}.

iii) Tous les points de la partie A = Z de R sont isolés.

ee Une partie ¥ de (F,d) est dite discréte si tous ses points sont isolés.

(o)
4.3. Définition. On appelle intérieur de A et on note A le plus grand ouvert
%ontenu dans A. (C’est aussi la réunion de tous les ouverts contenus dans A. Si
A= 0, on dira que A est d’intérieur vide.
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Exemples
e On prend E = R muni de la distance usuelle.
) Si A =] — 00, 1] alors A=] — 00, 1].
i) Si A = {0} U[1,2] alors A=]1,2].
iii) Si A = Q alors A= 0
iv) SSiA=R\Q on a A= 0.
ee Une partie U de (F,d) est ouverte si, et seulement si, U = (O]
4.4. Définition. On appelle frontiére de A le fermé Fr(A) = AN A< (I’intersection

de l’adhérence de A et celle de son complémenatire).

Exemples

e On prend EF = R muni de la distance usuelle.

i) Si A =10,1] alors Fr(A) = {0,1}.

ii) Si A =]0,1[U{2} alors A = [0,1] U {2} ; d’autre part le complémentaire de
A est A¢ =] — 00,0] U [1,2[U]2, +00] et donc A¢ =] — 00,0] U [1, +o0[. Par suite
Fr(A) = An A ={0,1,2}.

iii) Si A =Q alors A =R et A¢ = R. Donc Fr(A) = R.
4.5. Remarques

Soit A une partie de E. Alors :

i) (A) = Ac et Fr(A) = A\ A.

ii) A= () si, et seulement si, A¢ = E.

5. Espaces métriques complets
Soit (F,d) un espace métrique. Une suite convergente dans E est une suite (z,,)
pour laquelle il existe z € F (sa limite) telle que toute boule ouverte B(x, e) contient
tous les termes de la suite a partir d'un certain rang. Cela force les termes a se
rapprocher entre eux lorsque n — +o00. Sommes-nous toujours obligés d’avoir la
limite pour savoir si une suite converge ? Non, pour un certain type d’espaces

métriques, nous disposons d’un critere qui n’exige pas cela ! C’est I'objet de cette
section.

5.1. Définition. Une suite (x,,) dans E est dite suite de Cauchy si, pour tout
e >0, il eriste N € N* tel que :

n,p > N = d(z,,x,) < €.
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Exemples

i) Une suite convergente (z,) est de Cauchy. En effet, soient x sa limite et
e > 0. Alors il existe N € N* tel que, pour n > N on ait d(z,z,) < §. Donc, pour
n,p> N on a d(x,,x,) < d(x,,x)+dx,z,) <e.

ii) On prend E =)0, +o0l, d la métrique d(z, y) = |z —y| et (z,,) la suite z,, = =.
Alors (x,,) est de Cauchy. En effet, soit € > 0. On a, pour n,p > % :
1 1 ‘ 1
—— |-+
n o p|l"n

|y, — xp| = <e.

1
p
Mais la suite (x,,) ne converge pas dans FE !

Une suite de Cauchy ne converge pas nécessairement ! Ce qui nous amene a

introduire la définition qui suit.

5.2. Définition. L’espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite de Cauchy y
est convergente. Un espace normé (E,|| ||) complet est appelé espace de Banach.

Le théoreme qui suit est la base de toute l’analyse mathématique. Nous

I’énoncerons sans démonstration.
5.3. Théoreéme. L’espace métrique (R,d) (ou d est la métrique usuelle) est complet.
R a été construit a partir de Q pour avoir justement cette propriété !

Une partie A de (F,d) est dite complete si I'espace métrique (A, d4) est com-
plet. La proposition qui suit se démontre assez facilement.

5.4. Proposition. Toute partie compléte d’un espace métrique (E,d) est fermée. Si

(E,d) est complet, toute partie fermée est compléte.
Nous terminons la section par la proposition qui suit, tres utile.

5.5. Proposition. Soient (E1,dy),- -, (Ey,dy) des espaces métriques. On munit le
produit cartésien E = Ey X --- x E,, de l'une des métriques (qu’on notera o) :

n

dp(z,y) = Zdl(‘xl?yl) dyp(z,y) = Zdi(xiayi)Q dg (z,y) = Rt di(zi,Yi).
i=1

P i=1,---\n

Alors, si tous les (E;,d;) sont complets, l’espace métrique (E, o) 'est aussi.
Du théoreme 5.3 et de la proposition 5.5 on déduit le :

5.6. Corollaire. L’espace vectoriel R"™ muni de n’importe laquelle des normes || ||1,

| 2, | ooy || |lp est un espace de Banach.
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CHAPITRE II
APPLICATIONS CONTINUES

C’est un chapitre important de la topologie métrique. Une application continue
entre deux espaces métriques a la propriété fondamentale du bon comportement vis
a vis des suites convergentes et permet de faire beaucoup de choses. La notion de

continuité admet aussi des raffinements divers.
1. Continuité

Soient (F,d) et (F,0) deux espaces métriques et f : E — F une application.

1.1. Proposition. Soit z un point de E et y son image par f (qui est un élement
de F'). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout voisinage V, dey, il existe un voisinage U, de x tel que f(Uy) C V.

i1) Si (zy,) est une suite dans E qui converge vers x, la suite (yn), yn = f(xn)
converge vers vy.

i11) Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que d(z,2") <n = 6(f(z), f(z')) <e.
Démonstration. Le schéma sera i) implique ii) implique iii) implique i).

On suppose 'assertion i) vraie et on démontre ii). Soit (z,) une suite dans E
convergeant vers z ; on doit montrer que la suite y,, = f(x,) converge vers y. Soit
e > 0 ; la boule ouverte V' = B(y, ) est un voisinage (ouvert) de y ; il existe donc
un voisinage U de x tel que f(U) C V. D’autre part, comme z,, converge vers z,
il existe N € N* tel que x,, € U pour n > N et donc y, € f(U) C B(y,e) pour
n > N ; ceci dit exactement que la suite (y,) converge vers y.

On suppose 'assertion ii) vraie et on démontre iii). Supposons iii) fausse ; il
existe alors ¢ > 0 tel que, pour tout n > 0, il existe x, vérifiant d(z,x,) < n et
d(y, f(xy)) > €. Sion prend n = %, on note x, par x,. Nous avons donc, pour tout
n>1:

d(z,x,) < % et dy, f(zn)) >e¢
i.e. la suite (x,) converge vers x mais (f(x,)) ne converge pas vers f(z). Ce qui
contredit ii) !

On suppose 'assertion iii) vraie et on démontre i). Soit V' un voisinage de y.

Alors il existe € > 0 tel que la boule ouverte B(y, ) soit contenue dans V. Par iii) il
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existe n > 0 tel que f(B(z,n)) C B(y,e) C V. Il suffit de prendre alors U = B(z,7)
pour avoir ce qu’on cherche. O

1.2. Définition. On dira que f est continue en x si elle vérifie l'une des conditions
équivalentes de la proposition 1.1.

On dira que f : (E,d) — (F, ) est continue si elle est continue en tout point
de E. La continuité globale se lit de fagon purement topologique.

1.3. Proposition. L’application f est continue si, et seulement si, pour tout ouvert
VdeF,U=f1(V)={xe€ E: f(z) € V} est un ouvert de E.

Démonstration. Supposons que pour tout ouvert V de F, 'ensemble U = f~1(V) =
{r € E: f(x) € V} est un ouvert de E et montrons que f est continue. Soient
r € E, ¢ >0 et V la boule ouverte B(y,e). Alors U = f~1(V) est un ouvert de
E contenant z ; il existe donc 7 tel que la boule ouverte B(x,n) soit entierement
contenue dans U. On a alors de fagon évidente f(B(z,n)) C B(y,&) qui n’est rien
d’autre que le point iii) de la proposition 1.1.

Réciproquement, supposons f continue. Soient V un ouvert de F' et U =
f~Y(V). Soient z € U et y = f(x) € V. Alors V est un voisinage de y, donc U est
un voisinage de x (c’est le point i) de la proposition 1.1) ; U est voisinage de chacun
de ses points, il est donc ouvert. 0

On pourrait aussi traduire la continuité en termes de fermés : f est continue
si, et seulement si, pour tout fermé G de F, f~1(G) = {x € E: f(x) € G} est un
fermé de E.

Exercice. Soit (E,|| ||) un espace normé. Montrer que ’application norme
E — R, i.e. celle qui a x associe sa norme ||z|| est continue (R4 est muni de sa
métrique usuelle).
1.4. Proposition. Soient (E,d), (F,0) et (G,o0) trois espaces métriques et f :
E— F etg: F — G deux applications continues. Alors l’application composée

gof:E — G est continue.

La démonstration est une conséquence immédiate de la proposition 1.3. On
voit alors que les espaces métriques sont des objets et les applications continues des
fleches de la catégorie topologique.

1.5. Définition. On dira que f est un homéomorphisme si f est bijective et f et
f~1 sont continues.

On dira que deux espaces métriques (F,d) et (F,d) sont homéomorphes s'il

existe un homéomorphisme f : E — F. On dit aussi que f est un isomorphisme
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topologique de (E,d) sur (F,d). Supposons E = F et que les topologies 7; et 7
associées respectivement aux métriques d et § sont égales (cette méme topologie sera
notée 7). Alors ’ensemble Homéo(FE,7) des homéomorphismes de (E,7 ) muni de
la composition des applications est un groupe.

2. Continuité uniforme

La notion de continuité dont on vient de parler ne dépend vraiment que de la
topologie associée a la métrique (comme le dit la proposition 1.3). On a vu par
exemple, qu'une application continue transforme une suite convergente en suite
convergente. Par contre, elle ne transforme pas forcément une suite de Cauchy en
suite de Cauchy comme on peut le voir sur I’exemple qui suit.

On prend E =]0,1[ et F' =|1,+00] qu'on munit tous les deux des métriques d
et ¢ induites par la métrique usuelle de R i.e. d(z,2') = |x—2'| et 0(y, ') = ly—v'|.
L’application [ : 2z € E —— % € F est continue (c’est méme un homéomorphisme).
Prenons la suite z,, = % ; (zy,) est une suite de Cauchy dans F mais son image par

f, yn = n n’en est pas une ! Il faut un peu plus que la continuité.
2.1. Définition. On dit que f : E — F est uniformément continue si, pour
tout € > 0, il existe n > 0 tel que : d(z,x') < n = 0(f(x), f(z')) < e.

Dans la définition de la continuité, le nombre 7 (c¢f. le point iii) de la proposition
1.3) dépend a priori de x et de ¢ alors que dans celle de la continuité uniforme il ne
dépend (il peut ne pas en dépendre) que de e.

Une application uniformément continue est continue. Mais la réciproque est
fausse en général comme le montre 'application x €]0, 1[— % €]|1, +o00[ qu’on vient

de donner.

2.2. Proposition. L’image d’une suite de Cauchy de E par une application f :
(E,d) — (F,0) uniformément continue est une suite de Cauchy de F.

Démonstration. Soient (x,) une suite de Cauchy dans E et (y,) son image par f.
Soit € > 0. Comme f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que d(z,2') <n
implique d(f(x), f(2')) < e. D’autre part, comme (z,) est de Cauchy, il existe
N € N* tel que n,p > N implique d(z,,z,) < n et donc :

6 (Yn>yp) = 0(f (), f(2p)) <e.

Ceci montre que la suite (y,,) est de Cauchy dans F. O
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2.3. Définition. On dit que f : (E,d) — (F,9) est lipschitzienne de rapport
k > 0 ou k-lipschitziene si, pour tous x,x’ € E, on a :

0(f(x), f(2")) < kd(x,2").

On démontre facilement les implications qui suivent :
(f lipschitzienne) = (f uniformément continue) = (f continue).

En général, les implications réciproques sont fausses. Par exemple, 'application
fiaxel0,1] — aw € [0,1] (avec n > 2) est uniformément continue mais non

lipshitzienne (on verra cela en exercice).

2.4. Théoréme de prolongement. Soient (E,d) et (F,)) deux espaces métriques, A
une partie dense de E (i.e. A=E) et f: A — F une application uniformément
continue. On suppose (F,0) complet. Alors il existe une unique application uni-
formément continue ]/”\: E — F telle que ]?|A = f.

Démonstration. On la laisse au lecteur a titre d’exercice méme si elle n’est pas
évidente ! O

Ce théoreme peut étre utilisé, entre autres, a démontrer I'unicité a isométrie

pres du complété d’un espace métrique.

2.5. Définition. On dit que f : (E,d) — (F,d) est une isométrie si elle est
bijective et si elle vérifie §(f(x), f(x')) = d(x,x") pour tous x,z’ € E.

Une isométrie f : E — F est a fortiori une application lipschitzienne de
rapport 1. A priori, on peut dire que f : E — F' est une isométrie si elle vérifie
simplement 0(f(x), f(z")) = d(x,2") pour tous z,z’ € E. Mais ceci implique que
f est injective ; dans ce cas on dira que f est une injection isométrique quand elle
n’est pas surjective. C’est le cas par exemple si on munit une partie X (strictement
contenue dans (F,d)) de la métrique induite dx : linclusion j : z € X — x € F

est une injection isométrique !
3. Equivalence de métriques

Soit ¥ un ensemble. On le munit de deux métriques différentes d; et do. Quelle
relation y a-t-il entre les deux ? Pour controler la convergence d’une suite, le fait

qu’elle soit de Cauchy ou non, dans quelles conditions peut-on se donner la liberté
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de prendre indifféremment I'une ou 'autre 7 Les réponses seront données dans cette

section !

3.1. Définition. On dira que les métriques dy et dy sont :

i) topologiquement équivalentes si elles définissent la méme topologie sur
E. C’est aussi équivalent a dire que Uapplication identité (E,dy) — (E,ds) est
continue ainst que Son inverse ;

i1) uniformément équivalentes si l’application identité (E,d) SN (E,ds)
est uniformément bicontinue (i et i~! sont uniformément continues) ;

i11) quasi-isométriques s’il existe une constante réelle k < 1 telle que, pour
tous x,y € E, on ait : kdi(z,y) < ds(z,y) < %dl(x,y).

Les implications suivantes sont évidentes mais leurs réciproques sont fausses en

général :
(quasi-isométrie) = (équivalence uniforme) = (équivalence topologique).

3.2. Remarque
Lorsque deux métriques d; et do sont quasi-isométriques, les diametres de

(E,dy) et (E,dy) sont tous les deux finis ou tous les deux infinis. (La démonstration
est laissée au lecteur.)

Exemples

i) Prenons R"™ muni des trois métriques dy, d3 et ds que nous connaissons déja.

Alors on a les inégalités :

doo(xvy) < d2($7y) < \/ﬁdoo(x?y)

et :

ce qui implique :
1
ﬁdZ(xay) < dl(xvy) < ndQ(x)y)

Ceci montre que les trois métriques sont quasi-isométriques deux a deux.

ii) Soit (£, d) un espace métrique. On pose d; = inf(1,d) et dy = #’ld. On
va montrer en exercice que d; et dy sont des métriques uniformément équivalentes
a d. On a d’autre part : diametre(E,d;) < 1 et diametre(F,ds) < 1 ; si donc le

diametre de (F,d) était infini, d; et do ne sauraient étre quasi-isométriques a d.
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4. Le théoreme du point fixe

Il est aussi connu sous le nom de Théoréme des approximations successives. 1l
est d’'un intérét fondamental notamment pour démontrer I'existence des solutions
locales des équations différentielles (nous n’aborderons pas cet aspect). Dans toute
la suite on se donne un espace métrique (F,d) et f: E — FE une application.

4.1. Définition. On dira que f est contractante s’il existe k €]0,1[ tel que, pour
tous z,y € E on ait d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Une application contractante est donc lipschitzienne avec un rapport dans
I'intervalle ]0, 1] ; elle est a fortiori uniformément continue. On dira aussi que f

est une k-contraction de E.

4.2. Théoreme. Soit f une k-contraction de E. On suppose E complet. Soit xg
un point de E et définissons la suite (x,,), .N* Par Tn = f(xn_1). Alors :

i) la suite (z,) converge vers un point x tel que f(x) =z ;

i1) x est unique.

On dira que x est le point fixe de f.

Démonstration. i) Soit n un entier naturel tel que n > 1. On a :

d(xn—i—l;xn) < ]{?d(.’En, xn—l)
S de(xn—17 xn—2)

IA

S knd(xla $0)
Si n et p sont des entiers naturels tels que n > p>1on a :

d(ajna xp) < d(ajn; xn—l) + d(-rn—la xn—2) + e+ d($p+1, xp)
< (K" kP)d(20, w0)
kP

<
—1—-k

d(ilfl, 5130).

Comme 0 < k < 1, k — 0 quand p — +o0 ; la suite (x,,) est donc de Cauchy dans

FE qui est complet ; elle y converge donc vers un point . On a :

v= lim z,= lim f(zn1)=f(lim z,1)= f(z)

qui montre que x est un point fixe de f.

28



ii) Supposons qu’il existe y distinct de x et tel que f(y) =y. On a :

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Comme z # y, d(x,y) > 0 et I'inégalité donne donc k > 1, ce qui est faux ! Le point
fixe est donc unique. Cette unicité montre aussi qu’il est indépendant du choix du
point xg. ]
4.3. Un exemple d’application

On prend F = R muni de sa métrique usuelle d(x,y) = | — y| qui en fait un
espace complet. On aimerait y résoudre ’équation 2° — 2z — 1 = 0 (dite algébrique).
Simplement on ne dispose d’aucune méthode pour le faire contrairement, par ex-
emple, a ce qui se passe en degré 2 ou 3. A défaut de cela, on pourrait se contenter
d’une solution approchée (c’est ce qu’on fait habituellent dans la vie courante) avec
une précision imposée a l'avance. Le théoreme du point fixe nous permet de faire
cela.

Assurons-nous d’abord qu’il y a au moins une solution avant de se lancer a sa
recherche. La fonction x € R — (2° — 2 — 1) € R est continue, elle vaut —1 pour
x = 1et 29 pour z = 2 ; elle prend donc nécessairement la valeur 0 pour une certaine
valeur z €]1,2[. Cette valeur vérifie (x + 1)5 = x. Posons f(z) = (z +1)5. Il est
facile de voir que f([1,2]) C [1,2] et donc on a une application f : [1,2] — [1,2].
En plus, f est de classe C! (dérivable et a dérivée continue) sur [1,2] comme on

peut le voir en calculant sa dérivée f'(t) = L. Nous allons vérifier que f est

5(z+1)5
contractante. Soient x,y € [1,2] et appliquons a f le théoréeme des accroissements

finis :
[f(@) = f)] < sup /(&) [z —yl.
te(1,2]
On voit que f/(t) = L admet un maximum égal & k = —— < 1 en 1. Donc
5(x+1)5 5(25)
|f(x)—f(y)| < k|z—y|, qui montre que f est contractante. Comme [1, 2] est complet

(c’est un fermé de 'espace complet (R,d)), f admet un unique point fixe x dans
[1,2]. On va donner une valeur approchée de z. Si zy est un point quelconque de
[1,2], la suite (x,,) telle que z,, = f(z,—1) pour n > 1 converge vers x et est telle
que :

2~ 2l = [/(2) ~ f@n)| < ko — 2aa] < - < K'a — x| < K"

Si on veut donc une valeur approchée de la racine en question de I’équation algébri-

que z°—x—1 = 0 & € pres, il suffit de prendre z,, pour n tel que k™ < €. Nous laissons
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au lecteur le soin de faire lui-méme les calculs numériques suivant la précision qu’il

souhaiterait prescrire !
5. Connexité

Soit (E,d) un espace métrique. Quand peut-on dire que E est constitué d’un ou
de plusieurs morceaux ? Et dans quel sens ? La réalité nous donne déja une idée ;

nous verrons qu’elle inspire en fait tout ce qui suivra !

5.1. Définition. On dit que E est connexe si E& n’est pas réunion de deux ouverts
disjoints Uy et Uy tous deux non wvides. Il revient au méme de dire que E n’est pas

réunion de deux fermés disjoints Fy et Fy tous deux non vides.

Définition équivalente : (E,d) est connexe si les seules parties qui sont a la fois

ouvertes et fermées sont l’ensemble vide et E tout entier.

Une partie A de E est dite connexe si 'espace métrique (A, d,4) est connexe.
Cela signifie que si A = U UV ou U et V sont deux ouverts disjoints de 1’espace
métrique (A, d4), alors U = () ou V = 0.

5.2. Théoreme. L’intervalle fermé borné X = [0,1] muni de sa métrique usuelle

d(z,y) = |x — y| est conneze.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que X ne peut pas étre réunion de deux ouverts
non vides disjoints. A cet effet, soient U et V deux ouverts de X tels que X =UUV
et UNV = (. Le point 0 est soit dans U soit dans V' ; supposons, pour fixer les
idées, que 0 € U. On va montrer que U = X (ce qui va impliquer V' = ().

Soit E la partie de X constituée des points a tels que [0,a] C U. Cet ensemble
E est non vide puisqu’il contient 0 (I'intervalle [0,0] = {0} est contenu dans U); soit
A sa borne supérieure (qui existe car a < 1 pour tout a € E). Ecrivons explicitement

I’assertion :

(%) A est la borne supérieure des a dans [0, 1] tels que [0,a] C U.

Affirmation 1 : A € U. Si le nombre A n’appartient pas a U, il est dans

V. Comme V est ouvert, il existe n > 0 tel que |\ — n,A\] C V, donc a fortiori
[A—¢e,A] €V avec € = Z. Par suite le morceau [A — ¢, A] de I'intervalle [0, A] n’est
pas contenu dans U, ce qui contredit I'assertion (x). Donc A € U.

Affirmation 2 : A = 1. Supposons A < 1. Comme U est ouvert, il existe n > 0
tel que |A — 7, A 4+ n[C U, donc a fortiori [\ — &, A+ ¢] C U avec € = 7. Par suite
I'intervalle [0,\ + €] = [0,A\] U [XA — &, A + €] est contenu dans U, ce qui contredit

'assertion (x) car A + € est strictement plus grand que A ! Donc A = 1.
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Conclusion. L’ouvert U est égal & [0, 1] tout entier et par suite V = (). Nous

avons donc montré que X est connexe. 0]

Nous avons vu que la connexité est une notion qui se définit en termes d’ouverts
(ou de fermés). Elle devrait posséder de bonnes propriétés vis a vis de la continuité.
C’est effectivement le cas.

5.3. Proposition. Soient (E,d) et (F,0) deuzr espaces métriques et f : E — F
une application continue. Si E est connexe, son image f(E) par f est une partie
connezxe de F'.

Démonstration. Posons B = f(FE) et soient U et V' deux ouverts disjoints de I’espace
métrique (B, dp) tels que B = UUV. Alors il existe deux ouverts U’ et V' de (F, )
tels que U = BNU' et V.= BNV’'. Comme f est continue O = f~1(U’) et
P = f~Y(V’) sont des ouverts de E tels que E = OUP ; en plus ONP = () sinon U’
et V'’ auraient un point commun dans B, ce qui n’est pas le cas puisque UNV = (.
Comme E est connexe on a O = () ou P = ) ; par suite U = ) ou V = ). Ce qui
montre que B est connexe. (]

Soient x,y € E. On appelle chemin (ou arc) d’origine x et d’extrémité y toute
application continue v : [0,1] — E telle que v(0) = z et (1) = y. On dit que le
chemin ~ joint x a y.

5.4. Définition. On dit que E est connexe par arcs si deux quelconques de ses
points peuvent étre joints par un chemin. On dira qu’une partie A de E est conneze

par arcs si l’espace métrique (A,da) Uest.
5.5. Théoreme. Tout espace métrique connexe par arcs est connexe.

Démonstration. On va la mener par ’absurde en supposant que F n’est pas connexe
i.e. E est réunion de deux ouverts disjoints U et V' tous les deux non vides. Soient
z €U etyeV. Comme E est connexe par arcs, il existe un chemin v : [0,1] — E
tel que v(0) = z et y(1) = y. Alors [ = v~ }(U) et J =~ 1(V) sont des ouverts non
vides (car 0 € I et 1 € J) de [0, 1] disjoints et tels que [0,1] = I U J ; ceci est une
contradiction avec le fait que [0, 1] est connexe. Ce qui établit ce qu'on cherche. [J

Exercice. Montrer que tout intervalle de R est connexe par arcs (et donc
connexe) et que les seules parties connexes de R sont les intervalles.

5.6. Théoreme des valeurs intermédiaires. Soient (E,d) un espace métrique
connexe et f : E — R une application continue. Soient x,y € E et posons
c= f(x) et d= f(y). Alors, pour tout o € [c,d], il existe z € E tel que a = f(z2).
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Démonstration. D’apres la proposition 5.3, 'image f(FE) de F par f est une partie
connexe de R donc un intervalle. Cet intervalle contient les points c et d ; il contient
donc lintervalle [c,d] i.e. [c,d] C f(F) ce qui signifie que tout a € [c, d] est de la
forme f(z) avec z € F. O

Tout le monde a utilisé ce théoreme au moins une fois ! N’est-ce pas 7 On I'a
déja fait dans ce méme chapitre a la sous-section 4.3.

5.7. Graphe d’une fonction continue

On nous a toujours raconté I’histoire suivante. Soit f une fonction a valeurs
réelles définie et continue sur un intervalle I de R. Alors on peut tracer son graphe
sans lever la main ! Pourquoi peut-on faire cela 7 Supposons, pour fixer les idées
que I = [0,1]. Le graphe de f est la partie de I’espace vectoriel R?

I ={(z,y) eR*:z€[0,1] et y = f(x)}.

C’est aussi 'image de lintervalle [0, 1] dans R? par I'application v : [0,1] — R?
qui & x associe le point v(z) de coordonnées (z, f(x)). Si on munit R? de I'une des
normes qu’on a déja considérées, on montre facilement que ~ est continue. Comme
[0, 1] est connexe, son image I' (par I'application ) est une partie connexe de R?.
C’est un chemin qui part de v(0) image de 0 et qui arrive vers (1) image de 1. Ce
chemin est décrit de facon continue par la pointe du crayon qui le trace !

Ce qui n’est plus vrai si f n’est pas continue ou si elle est continue mais que le

domaine sur lequel elle est définie n’est pas un intervalle.
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CHAPITRE III
ESPACES METRIQUES COMPACTS

Quand on se donne une suite dans un espace métrique, on essaie toujours de voir
si elle converge. Si oui, c’est tant mieux (si c’est ce qu'on cherche) ! Sinon, on
pourrait s’intéresser seulement a voir si une partie de cette suite s’accumule autour
d’un point qui pourrait, en quelque sorte, jouer le role d’une limite. Y a-t-il des
espaces qui offrent cette possibilité a toutes les suites 7 Oui, ce sont ceux faisant
I’objet de ce chapitre. On verra qu’ils ont aussi d’autres propriétés importantes qui

les mettent au premier plan de la topologie métrique.
0. Notations et rappels

Dans toute cette section on se donne un espace métrique (F,d). On commencera

par rappeler quelques définitions indispensables pour tout le chapitre.
0.1. Définitions

i) Un recouvrement ouvert de E est la donnée d’une famille d’ouverts U =

{U;}icr telle que E = U U;. Par exemple la famille U; =]i —¢,i+ 1+ ¢[ avec i € Z
icl
et € > 0 est un recouvrement ouvert de R.

ii) Soient (z,) une suite dans E et ¢ : N* — N* une application strictement
croissante. Pour tout k € N*, on notera ny l'entier ¢(k). Alors x,, est un des
éléments de la suite (z,). L’ensemble (z,, ), N+ est appelée sous-suite (ou suite
extraite) de (z,). Par exemple si F =R et z,, = %, la suite {1, %, 2%, e Qik, -} en
est une sous-suite ; elle est construite a 1’aide de ’application strictement croissante
¢: ke N — 28 c N*,

iii) Soit U = {U; };cr un recouvrement ouvert de E. Une partie A de E est dite
U-petite sl existe un indice ig € I tel que A C Uj,.

iv) Soit € > 0. Un e-réseau de E est une partie R de FE telle que, pour tout
x € E, il existe a € R tel que d(z,a) < €. Cela signifie que les boules ouvertes
B(a,r) (avec a parcourant R) recouvrent E.

0.2. Remarques

i) Si (x,) converge vers x, toute suite (z,, ) extraite de (z,) converge vers x.
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ii) Si (z,,) est de Cauchy, toute suite (z,, ) extraite de (x,,) est aussi de Cauchy.

iii) Si (z,) est de Cauchy et admet une sous-suite (z,,) convergeant vers z,
() elle-méme converge vers .

iv) Si (x,,) admet une sous-suite (x,,) convergente, (x,) n’est pas forcément

convergente.

v) Soit (x,) une suite dans E. Pour tout m € N*, posons F,, = {x, : n > m}.
Alors la suite (F},) est décroissante i.e. F,11 C Fy, et :

ﬂ F,, # 0 <= (z,) admet une sous-suite convergente.
m>1

La démonstration est a faire ! C’est un excellent exercice !
1. Différentes définitions de la compacité

1.1. Définition. On dira que (E,d) est compact si, de tout recouvrement ouvert

U = {U,}icr, on peut extraire un recouwvrement fini U;,, - -+, U; . Il revient au méme

i
de dire que de toute famille de fermés {F;}icr telle que m F; =0, on peut extraire
iel

une famille finie F;,,---, F;  telle que F;; N---NF; =10.

in
Une partie A de F est dite compacte si I’espace métrique (A, d4) Uest.
Soit € > 0 ; les boules ouvertes U, = B(x,¢), avec x parcourant F, recouvrent
E. Si E est compact, on peut extraire du recouvrement ouvert U = {U,}.ck
un recouvrement fini U,,,---,U, . Donc, tout espace métrique compact peut étre
recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon prescrit a I'avance !

1.2. Théoréme (Bolzano-Weirstrass). Pour que l’espace métrique E soit compact
il faut, et il suffit, que toute suite admette une sous-suite convergente.

Démonstration. On suppose E compact. Soit (z,) une suite dans E ; montrons
qu’elle admet une sous-suite convergente. Pour tout m € N*, on pose :

Ap ={x,:n>m} et F,=A4,.
Si (z,) n’avait pas de sous-suite convergente, on aurait ﬂ F,, = (. Comme FE

meN"
est compact, on peut extraire de la suite (F},) une famille finie F,,,,, -, Fy,, telle

que F,, N---NF,, = 0. Mais ceci est impossible car :

34



ou £ = max{myq,---,mg}. La réciproque nécessite un peu plus de travail et les deux

lemmes qui suivent.

Lemme 1. Soit (E,d) un espace métrique dans lequel toute suite admet une
sous-suite convergente. Alors, pour tout recouvrement ouvert U = {U,; }ier, il existe
e > 0 tel que, pour toute partie A de E on ait : diameétre(A) < e = A est U-petite.

e s’appelle le nombre de Lebesgue du recouvrement ouvert U.

Démonstration. On suppose que ce n’est pas vrai i.e. il existe un recouvrement
ouvert U = {U;};cr tel que, pour tout € > 0, il existe A C E de diametre < ¢ et
non U-petite. Ace= % correspond A,,.

(*)  Chaque partie A,, est de diameétre < 1 et n’est contenue dans aucun U;.

Dans chaque A,, on choisit un point z,,. La suite (z,) admet une sous-suite (x,, )
convergente (par ’hypotheése du lemme) ; soit y sa limite. Il existe ig € I tel que
y € U;,. Ce U, contient une boule ouverte B(y,e) (car il est ouvert). Soit n; € N*
tel que nik < Setd(xy,,y) <5 ;soitx € A, . Alors:

d(z,y) < d(z,zp,) +d(xn,,y) <e

donc A, C B(y,e) C U;,. Ce qui contredit l'assertion (x). Le lemme est donc
démontré. ]

Lemme 2. Soit (E,d) un espace métrique dans lequel toute suite admet une

sous-suite convergente. Alors, pour tout € > 0, E admet un e-réseau fini.

Démonstration. Supposons que ce n’est pas le cas i.e. il existe € > 0 tel que E
n’admette aucun e-réseau fini. Soit 1 € E ; la boule ouverte B(z1,¢) ne recouvre
pas F (sinon la partie {z;} serait un e-réseau a un seul élément). Soit alors zo €
E\ B(z1,¢) ; les deux boules ouvertes B(x1,¢) et B(x2,€) ne recouvrent pas non
plus E (sinon la partie {x1,z2} serait un e-réseau a deux éléments) ; il existe donc
x3 € E\ (B(x1,¢) U B(zg,¢)). De cette fagon on construit une suite (z,) dans E
telle que, pour tout n > 2, z, € E\ (B(z1,e)U---UB(z,-1,€)). Cette suite vérifie
d(xy,xp) > € et ne peut donc admettre de sous-suite convergente, ce qui contredit

I’hypothese. Le lemme est ainsi démontré. 0

Suite de la démonstration du théoreme de BW

Soit U = {U;}ie; un recouvrement ouvert de E. Sous I’hypothese que de

toute suite on peut extraire une suite convergente, on va montrer que de U on peut
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extraire un recouvrement fini. Par le lemme 1, il existe € > 0 tel que toute partie A

de diametre < ¢ soit contenue dans un U;. Par le lemme 2, E admet un $-réseau

n
€
fini R={xy, -+, z,} t.e. £ = U B (a:j, 5) Mais, pour tout j = 1,---,n, il existe
=1

U, tel que B (z;,5) C U;. Alors E = U U;. Ce qui termine la démonstration. [
j=1

2. Quelques propriétés
2.1. Proposition. Tout espace métrique compact (E,d) est de diameétre fini.

Démonstration. La famille (indexée par x € E) de boules ouvertes B(z,1) est
un recouvrement ouvert de E. Comme FE est compact, on peut extraire de ce

recouvrement ouvert un recouvrement fini B(xq,1), -, B(z,,1). On pose :
a= sup d(z;,z;) < +oo.
inj:lv"'?n

Alors : diametre(F) < a4+ 2 < 4o00. En effet, si x,y € E, il existe 4,5 € {1,---,n}
tels que € B(z;,1) et y € B(x;,1). D’ou :

Ce qui démontre la proposition. O

2.2. Proposition. Soit (E,d) un espace métrique. Toute partie compacte de E est
fermée. Si E est compact, toute partie fermée est compacte.

Démonstration. Soit F' une partie compacte de E. Soit (z,) une suite dans F
convergeant vers x (pas nécessairement dans F' a priori). Alors (x,) admet une
sous-suite (z,, ) qui converge dans F' ; par unicité de la limite, cette suite converge
vers x ; F' est donc fermée.

Supposons E compact et soit F' une partie fermée de E. Soit (z,) une suite
dans F' ; alors elle admet une sous-suite (x,,) qui converge vers x € E. Comme F
est fermée, x € F. On a donc montré que de toute suite dans F' on peut extraire
une suite qui converge dans F' ; ce qui veut dire que F' est une partie compacte de
I’espace métrique F. (]

2.3. Proposition. Soit (E,d) un espace métrique compact. Alors (E,d) est complet.

Démonstration. Soit (z,) une suite de Cauchy. Comme E est compact, (z,) admet

une sous-suite (x,, ) convergente. Donc (x,,) est elleeméme convergente. O
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2.4. Proposition. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques et f : E — F
une application continue. Si E est compact, l'image B = f(F) de E par f est une

partie compacte de F'.

Démonstration. Soit V = {V;};c; un recouvrement ouvert de B. Chaque V; est de
la forme V; = BNV/ ou V/ est un ouvert de F. Comme f est continue, chaque
U; = f~1(V/) est un ouvert de E ; en plus U = {U,;}<; est un recouvrement de E.

Comme E est compact, on peut extraire de U un recouvrement fini {U;,,---,U; }.
Il et alors clair que {V;,,---,V; } est un recouvrement fini de B extrait de V, ce
qu’il fallait démontrer. 0]

De cette proposition on tire immédiatement le corollaire qui suit.

2.5. Corollaire. Supposons les espaces métriques (E,d) et (F,§) homéomorphes.
Alors (E,d) est compact si, et seulement si, (F,9) [’est.

En particulier si d; et ds sont deux métriques topologiquement équivalentes
sur un ensemble E, alors E est compact pour d; si, et seulement si, il I’est pour ds.
La compacité est donc une notion purement topologique.

2.6. Proposition. Soient (E1,dy),- -, (Ey,dy,) des espaces métriques. On munit le
produit cartésien E = FE1 x --- x E,, de l'une des métriques dy, d% ou d¥ qu’on a
déja définies ; on la notera §. Alors (E,§) est compact si, et seulement si, tous les
(E;,d;) le sont.
Démonstration. Nous allons la faire pour n = 2. Pour n plus grand elle n’est
compliquée qu’au niveau des notations. Les trois métriques dk,, d% et d3 étant
toutes quasi-isométriques, on choisira de travailler avec I'une d’elles, par exemple
6((w1,22), (y1,92)) = di(21,y1) + d2(22,92).

Remarquons d’abord que les projections py : (x1,22) € F1 X Ey — 11 € E
et po: (z1,22) € E1 X Ey — x5 € E5 sont surjectives et vérifient :

di(pi(z1,72),pi(y1,y2)) < 6((1,22), (y1,2))

(pour ¢ = 1,2) et sont donc continues. Si donc (F,d) est compact, chacun des
espaces (F;,d;) est compact en vertu de la proposition 2.4.

Réciproquement, supposons que les espaces (E1,ds) et (Fa,ds) sont compacts.
Soit (z) une suite dans (E,§). Chaque 2z (pour k € N*) est un élément (2%, z5) de
E1 x Ey. Comme (Ej,d;) est compact, la suite (%) admet une sous-suite (m‘f(k))
qui converge vers un élément x; € Fy. De méme, (E5, ds) étant compact, de la suite

k
3

(ilig)(k)) on peut extraire une suite (x qui converge vers un élément zo € Ey. 11
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(azqf(k), asg(k)) est une suite extraite de

est alors clair que la suite (zyk)) oW 2y ) =
(zx) qui converge vers z = (z1,22). Ceci montre que 'espace métrique (E, ) est

compact. O

Le théoreme qui suit sera utile pour décrire de facon exacte tous les compacts
de 'espace R™ muni de I'une des métriques (ou normes) déja rencontrées.

2.7. Théoreme. Tout intervalle fermé borné [a,b] muni de sa métrique usuelle est
compact.

Démonstration. Soit (z,) une suite dans [a, b]. Posons :
I'={ieN":x; >x; pour j >i+1}.

Premier cas : I est infini
On range alors ses éléments dans un ordre croissant i1 < is < i3 < ---. Alors
la sous-suite (z;, )r>1 est strictement décroissante ; comme elle est minorée par a,

elle converge.

Deuxieme cas : [ est fini

I existe donc j; ¢ I. Alors zj, ne majore pas l'un des xj,41,%j 42, - 1l
existe donc ja > ji avec jo ¢ I tel que x;, < x;,. De cette maniére on construit une
suite strictement croissante (z;, ). Comme elle est majorée par b, elle converge.

Dans tous les cas, on a montré que (z,) admet une sous-suite convergente.
Donc [a, b] est compact. O

2.8. Corollaire. Les compacts de R"™ muni de l'une des métriques déja rencontrées
sont exactement les parties fermées et bornées.

Démonstration. C’est une conséquence presque immédiate du théoreme 2.7 et des
propositions 2.2 et 2.6. U

2.9. Théoreme. Soient (E,d) un espace métrique compact et f : E — R une
application continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes en des points de E

1.e. il existe xo et xq1 tels que :

inf f(z) = f(zo) et supf(z)=f(z1)
zeE z€EE
Démonstration. L’image de E par f est un compact ; il est donc borné. Par suite f

est bornée. Notons m le nombre infE f(x). Il existe donc une suite (z,) dans f(FE)
ze

convergeant vers m ; chaque z, est de la forme f(x,). Comme E est compact, (z,)
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admet une sous-suite (z,, ) convergeant vers un élément xg de E. Et comme f est

continue :
flwo) = f( tim @n,)= lim f(zn,)=m= inf f(z)
On raisonne de facon similaire pour M = sup f(z). O

el
Nous terminons par un dernier théoreme important reliant la continuité a la
continuité uniforme (intervient par exemple dans la construction de l'intégrale de

Riemann).

2.10. Théoreme. Soient (E,d) et (F,¢) deux espaces métriques avec (E,d) compact
et f: E — F une application continue. Alors f est uniformément continue.

Démonstration. Soient x un point de E et ¢ > 0. Comme f est continue, il existe
N > 0 tel que :

(%) Vo' € E:d(z,2") <n, = §(f(z), f(2')) <e.

Les boules ouvertes B(x, &), avec x parcourant E, recouvrent . Comme E est
compact, d’apres le lemme 1 utilisé dans la démonstration du théoreme de BW, il
existe n > 0 tel que toute partie de diametre < n soit contenue dans 'une de ces
boules. Soient x,z’ € E tels que d(x,z’) < n i.e. la partie {x,z’} est de diametre
< 7 ; alors il existe a € E tel que z,2" € B(a, ) et donc d(z,2") < 1,4, ce qui,
d’apres (#x), implique §(f(x), f(x')) < e. Ceci montre que f est uniformément
continue. 0
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CHAPITRE IV
APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

On a déja rencontré les espaces normés comme exemples d’espaces métriques. Les
applications qui conservent la structure vectorielle sont dites linéaires. L’étude
de leur continuité est importante et est beaucoup plus commode que celles des

applications quelconques entre espaces métriques. C’est ’objet de ce chapitre.
1. Généralités

Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces normés sur le corps K = R ou C. On
rappelle qu'une application f : E — F est dite linéaire si elle vérife :

o flz+y) = f(z)+ f(y) pour tous xz,y € E;
o f(Ax) = Af(x) pour tout x € F et tout A € K.

1.1. Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Il existe un réel a > 0 tel que || f(x)||r < allz||g pour tout x € E.
ii) f est continue.

iii) f est continue en 0.

Ce théoreme dit que rien que le fait que f soit continue en 0 implique qu’elle
est en réalité lipschitzienne ! On voit a quel point la linéarité de f et 'utilisation des
normes sont importantes | Dorénavant on omettra les indices E et F' dans ’écriture
des normes : on comprend parfaitement que ||z|| signifie norme de x dans E lorsque
x € E et ||f(z)]| signifie norme de f(x) dans F.

Démonstration. Le schéma est le suivant : i)== ii) = iii)==1). L’implication ii)
—> iii) est immédiate ; i) = ii) découle de :

1f (@) = FWll = [ (= =yl < aflz —yl]-

Montrons iii) = i). Comme f est continue en 0, pour tout € > 0 il existe n > 0 tel
que, pour tout x € E : ||z|| < n = ||f(z)|| < e. Soit z € E. Si z = 0, 'inégalité
||lf(@)|| < a||z|| est vérifiée trivialement (pour tout o > 0 d’ailleurs). Supposons
z # 0. Alors y = m:v a pour norme ||y|| = 2 < n. Donc ||f(y)|| < &, d’on
[|f(x)| < 2—;||:c|| On pose alors a = % On obtient finalement ||f(z)|| < «|z||

pour tout x € E. C’est justement ce qu’on cherche a démontrer. O
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1.2. Conséquences

i) Si f: E — F est linéaire continue, il existe o > 0 tel que || f(x)|| < a pour
tout x € F tel que ||z|| < 1 ; autrement dit, f est bornée sur la boule unité fermée
de E. On pose alors : |||f||| = sup ||f(x)||]. Ce nombre est appelé norme de f.

llz]|<1

Notons L.(F, F') I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.
C’est un K-espace vectoriel et 'application f € L.(E,F) — ||| f]|| € Ry est une
norme (la vérification est laissée au lecteur). Lorsque F' = K (K est un espace
vectoriel sur lui-méme), L.(F,K) est noté E’ et appelé dual topologique de E. Un
élément de L.(F,K) est appelé forme linéaire (continue) sur F

ii) Soit £ un K-espace vectoriel muni de deux normes || ||; et || ||2. Alors
I'application identité (E, || [|1) — (E,|| ||2) est continue ainsi que son inverse si,
et seulement si, elles sont uniformément continues, si et seulement si, elles sont lip-
schitziennes. Les métriques d; et do associées respectivement a ces normes sont
donc topologiquement équivalentes si, et seulement si, elles sont uniformément
équivalentes si, et seulement si, elles sont quasi-isométriques. Pour les distances
provenant de normes il n’y a donc qu’une seule notion d’équivalence ! On parlera

simplement de normes équivalentes.
1.3. Exercice

Montrer que si ’espace normé (F,|| ||) est complet, il en est de méme pour
I'espace normé (L.(E, F),||| |||). En particulier le dual topologique E’ de E muni

de la norme |||f||| = sup |f(x)| est complet.
[l][<1

1.4. Définition. Soient (E,|| ||) et (F,|| ||) deux espaces normés et f : E — F

une application. On dira que f est un isomorphisme d’espaces normés ou

f(@)|

(L’injectivité de f découle de l’égalité

une isométrie si elle vérifie | = ||z|| pour tout x € E et est surjective.

f@) = llzl].)

Dans la pratique, pour voir qu’une application linéaire f : E — F est continue,

on montre :
i) qu’il existe o > 0 tel que || f(z)|| < a|z|| pour tout x € E ou
ii) que toute suite (z,) qui tend vers 0 est telle que f(z,) — 0 ou
iii) que f est bornée sur la boule unité fermée.
Pour montrer que f n’est pas continue, le plus souvent on cherche une suite

(x,,) tendant vers 0 et telle que (f(z,)) ne tende pas vers 0.
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Le théoreme qui suit est important. Il permet de dire dans quelles conditions on
peut prolonger une application linéaire continue. Sa démonstration est une simple
adaptation au cas linéaire et normé de celle du théoreme I1.2.4 (nous avons suggéré

au lecteur de la faire, nous espérons qu’il I’a effectivement faite).

1.5. Théoreme. Soient (E,|| ||) et (F,|| ||) deux espaces normés, V un sous-
espace dense de E et f .V — F une application linéaire continue. On suppose
F' complet. Alors il existe une application linéaire continue f : E — F telle que

fiv = et 1171 = [11A11I
2. Quelques propriétés

Rappelons qu'un K-espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une base

ayant un nombre fini d’éléments (e, - -, e,) ; Uentier n est la dimension de E. Tout
n

vecteur x de F s’écrit de maniere unique sous la forme z = E T;€; OU L1, ", Ty
i=1
sont des éléments de K (on dit des scalaires). On a alors un isomorphisme :

n
(1, -, xpn) € K" — Zmiei cE.
i=1

Les scalaires z1,---,x, sont appelés coordonnées de x dans la base (e1,---,e,).
C’est la raison pour laquelle un K-espace vectoriel de dimension n est toujours vu

comme K".

2.1. Théoreme. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors toutes

ses normes sont équivalentes.

Démonstration. Soit (e1,---,e,) une base de E. On définit sur F la norme :

i) Si on munit K" de la “méme norme” Ni((z1,--,2,)) = D1y |2i], appli-
cation linéaire (z1,---,x,) € K" — Y " | x,e; € E est un isomorphisme d’espaces
normés. Il en résulte que la sphere unité S; = {z € E': N1(z) = 1} est compacte.

ii) Soit N une autre norme sur £. On pose n = max N(e;) ; ¢’est un nombre
=1

réel strictement positif. On a :

N(z) =N (Z%e@) < Z 3| N (ei) < UZ |i| = nN1(z).
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Donc 'application identité (E, N1) — (E, N) est continue. Par suite S; est com-
pacte pour la norme N. Comme lapplication N : x € E —— N(x) € Ry est
continue et strictement positive sur le compact S, il existe a, 6 > 0 tels que, pour
z € 81, onait a < N(z) < (. Dong, pourtouthE\{O}onaoz<N(N( )) < p.
Ce qui donne finalement :

alNi(z) < N(xz) < BNy(z) Vx € E.

Ceci dit exactement que les normes N et N; sont équivalentes. Ce qui termine la
démonstration du théoreme. 0

2.2. Théoreme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (F,|| ||) un
espace normé quelconque et f : E — F une application linéaire. On munit E de

n’importe quelle norme. Alors f est toujours continue.

Démonstration. Comme toutes les normes sur E sont équivalentes, on peut se

donner la liberté d’en choisir une qui facilite le travail. Prenons la norme N; qu’on

vient de considérer en utilisant une base (e1,---,e,) de E. On a :
1f(x H (Zlﬁ) <D lail - lIf el <0 ) leil = nNi(2)
i=1 i=1

avec 1) = max || f(e:)|]. Ce qui montre que f est continue. O
=

3. Quelques exemples

Cette section est consacrée a des exemples d’applications linéaires continues (mais
aussi non continues). Nous avons choisi de donner les plus simples et ceux qui

apparaissent le plus souvent.
3.1. Sur I'espace /*(K)

Le corps K sera toujours R ou C. On désigne par £2(K) le K-espace vectoriel
o

des suites z = (21,22, -+, 2y, - ) dans K telles que Z |z,|* < +00. On le munit

n=1
de la norme :

qui fait de £?(K) un espace de Banach.
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Exemple 1. Soit @ = (a1, -+, an,, ) une suite dans K quelconque. A tout
élément x = (1, -+, Ty, ) de £2(K) on associe la suite (@121, -, apnTy, ). On
aimerait que ce soit encore un élément de ¢?(K) ! A cet effet, il est nécessaire et

oo
suffisant d’avoir Z lanz,|? < +00. On supposera o = sup |a,| < 4+00. On définit

n=1 n>1

donc une application 7, : E — FE par :
To(x) = (@121, Anp, - ).

Elle est clairement linéaire. Montrons qu’elle est continue. En effet, on a :

Calculons sa norme |||T,|||. Par définition |||Ty||| est le sup de ||Ty(x)||2 lorsque x
décrit la boule unité fermée de £?(K). L’inégalité qu’on vient d’établir nous dit que

[|T||| < . Comme o = sup |ay|, il existe une sous-suite (a,(x)) de (an) telle que
n>1

lapky| — a. (Ici ¢ est une application strictement croissante N* — N*.) Pour
tout k € N*, soit ef = (e}, ---,eF ...) le vecteur de £?(K) tel que :

’y - n?

GZ:{I s%n:cp(k)
0 sinon.

On voit facilement que ||e*||s = 1, ce qui montre que e* est dans la boule unité
fermée et ||T,(e")||2 = |apyk)|- Ceci montre que ||T,(e*)||2 tend vers a et donc
N Talll = e O

Exemple 2. A tout vecteur & = (21, -+, &y, --) de £2(K) on associe la suite

(0,21, ++,%n, ). Au premier rang on met 0, au 2°™€ on met le 1¢¥, au 3°1€

Qéme

on
met le et ainsi de suite... on décale tout a droite d’un cran ! Il est alors clair
que (0,21, , Ty, --) est dans £2(K). On définit donc une application, clairement

linéaire :
T:x= (21, ,2n, ) € LK) — Tx = (0,21, -, Tp, ) € L*(K)

qu’on appelle décalage a droite. Notons y = (Y1, ,Yn, ) le vecteur T'(z). On a
de facon évidente :

oo 0o
IT@)l2 = | D lynl? = | D lznl? = [J2]]2
n=1 n=1
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qui montre que T est une isométrie de £2(K) donc a fortiori T' est continue. La

norme de 7' est bien entendu égale a 1. 0]
3.2. Sur I'espace C°([a,b],K)
Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit E = C°([a, ], K) I'espace vectoriel

des fonctions continues (réelles ou complexes suivant que K est R ou C) sur [a, b].

On sait que tout élément f de E est une fonction continue, donc bornée. On pose :

| flloo = sup [f()].

z€[a,b]

On définit ainsi sur £ une norme qui en fait un espace de Banach.

Exemple 1. Soient ¢ un point de [a,b] et §. : E — K Papplication définie par
dc.(f) = f(c). Elle est clairement linéaire. Elle est aussi continue car :

Be(A = 1f()] < sup |f(2)] = ||flloo-

z€[a,b]

Sa norme |||d.||| est inférieure ou égale a 1 ; elle est atteinte en la fonction constante

égale a 1 donc [||0.]|| = 1. O
Exemple 2. Soit P : F — F Dapplication définie par P(f f f(t)

C’est I’application qui a toute fonction continue f : [a, b] — K associe sa prlmltlve
s’annulant en a. Cette application est évidemment linéaire. D’autre part :

[ )dt\<miuapb/ |dt</ 1flle < (0= a)lIfllc

qui montre que P est continue de norme ||| P|||c < (b — a). O
3.3. Sur I'espace C*°(|0, 1], K)

Soit E = C*°(]0,1],K) I'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables

IP(f)llec = sup
z€[a,b]

[0,1] — K. (En 0 on prend les dérivées a droite et en 1 les dérivées a gauche.) On

le munit de la norme :

1 flloo = sup [f(2)]

x€[0,1]
pour laquelle E' n’est pas complet ! On note D 'application linéaire £ — FE qui a
f associe sa dérivée f’. Cette application n’est pas continue. En effet, considérons

la suite de fonctions f,(z) = ”;”::11 . Elle est dans E et vérifie :

xn—i—l

n+1

1 n—-+00

= 0.
n—+1

| fnlloc = sup
z€[0,1]
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Mais la suite (D(f,,)) ne tend pas vers 0 puisque ||D(fn)||coc = sup |z"| =1 pour
z€[0,1]

tout n € N*. O
3.4. Sur I'espace P([0,1],R)

On note E l'espace P(R,R) des fonctions polynomiales R — R. Pour toute
fonction f € E, on pose :

IFl] = sup |f(z)].
z€[0,1]
Alors || || est une norme sur E. Seule la propriété de séparation n’est pas immédiate.

Soit f € E telle que ||f|| = 0. Alors f est nulle sur [0, 1] ; comme f est un polynome,
f est nulle partout sur R (le nombre de zéros d’un polynéme est au plus égal a son
degré).

Soit T : E — R D'application définie par T'(f) = f (%) . Alors T est linéaire.

w’n,

Mais elle n’est pas continue ; en effet, la suite de fonctions polynomiales f,, (z) = e

tend vers 0 mais la suite (T'(f,,)) est telle que :

=+ (3)

et tend donc vers +o0. O
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CHAPITRE V

EXERCICES

Exercice 1

Soit E l'espace vectoriel R". Pour x = (1, -, x,) et y = (y1,- -, Yn), ON pose :

di(x,y) =) |z —yil et doo(z,y) = sup {lz; —uil}.

i—1 i=1,---,n

1 - Montrer que d; et ds, sont des distances sur R".

2 - Dessiner la boule unité centrée a l'origine pour chacune de ces distances
dans lecas n =2 et n = 3.

3 - Dans R?, on pose A = {(z1,22) € R® : 2125 < 1}. Montrer que A est un
ouvert de I’espace métrique (R?,d;).

Exercice 2

0 siz=y

Soit E' un ensemble non vide. Pour =,y € F, on pose 6(z,y) = { 1 s
sinon.

1 - Montrer que J est une distance sur E.

2 - Montrer que toute partie A de F est a la fois ouverte et fermée.
Exercice 3

On rappelle que le plan euclidien E est ensemble R? muni de la distance :

da(z,y) = /(21— y1)? + (22 — y2)*.

da(z,y) si x, y et 0 sont alignés
da(x,0) 4+ d2(0,y) sinon.
1 - Montrer que § est une distance sur E.

Pour z,y € E, on pose §(z,y) = {

2 - Dessiner la boule unité centrée a 'origine. Méme question pour une boule

quelconque centrée ailleurs qu’a l'origine et de rayon r > 0.

La métrique § est connue sous le nom de métrique de la SNCF.
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Exercice 4

Soit ¢ : [0, +00[— R4 une fonction strictement croissante telle que ¢(0) = 0 et
vérifiant ¢p(z+y) < ¢(z)+¢(y). Soit (E,d) un espace métrique ; pour tous x,y € F,
on pose :

1 - Montrer que J est une métrique sur F.
2 - Appliquer ce qui précede pour montrer que d; = 14%1’ do = In(1 + d) et
do = d® (avec 0 < a < 1) sont des métriques sur F.

Exercice 5

Soit (E,d) un espace métrique. Pour tous z,y € F, on pose :

d(z,y)

di(xz,y) = inf(1,d(z,y)) et do(x,y) = Trdwy)

1 - Montrer que d; et dy sont des distances sur F.

2 - Montrer que d, d; et do sont uniformément équivalentes deux a deux.

Exercice 6

On note E l'espace vectoriel R™. Soit p un nombre réel tel que p > 1. Pour tout

xr = (x1, -+, z,) élément de E, on pose :
1
n P
1z]lp = (Z xﬂ’)
i=1
1 - Montrer que || ||1 est une norme sur E.

Dans toute la suite de 'exercice, on suppose p > 1. Soient ¢ €|1, +00] tel que

% + % = 1 (on dira que p et ¢ sont conjugués) et « et 5 deux nombres réels positifs.
2 - Etablir 'inégalité :
P q
af < — + —.
p q
3 - Soient x = (x1, -+, x,) et y = (y1,---,yn) deux vecteurs de E ; on note
x X y le vecteur de E' de composantes (z1y1, -+, TnYyy). Utiliser la question 2 pour

établir 'inégalité suivante (dite de Holder) :

[z > ylly < l2llp - 1yllg-
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4 - Montrer que || ||, est une norme sur E.
Exercice 7

On note E 'espace vectoriel des fonctions continues f : [a,b] — R (ou a et b sont
des réels tels que a < b). Soit p un nombre réel tel que p > 1. Pour tout élément

, .
tfp—</qf@ﬂWM>-

On rappelle que || ||; est une norme sur E. Nous allons montrer que || ||, en

f € E, on pose :

est une pour p > 1. Nous supposerons donc dans toute la suite que p > 1. Soient
q €]1,400[ le conjugué de p et o et § deux nombres réels positifs. On sait (cf.
Exercice 6) que « et 3 vérifient I'inégalité :

P B

af < — + —.
p q

1 - Etablir I'inégalité suivante (dite de Holder) :

Lbﬂmamwxs(Lbﬂmpm>%<4bmw%m>é

2 - Etablir Pinégalité suivante (dite de Minkowski) ||f + gll, < | f]lp + |19]l» et
en déduire que || ||, est une norme sur E.

Exercice 8 (Complété d’'un espace métrique)

Soient (X,d) un espace métrique et (x,),>1 une suite dans X. Sur un espace
complet, on dispose donc d’un critere permettant de décider de la convergence
d’une suite sans connaitre a priori sa limite ! Dire que (X, d) est non complet, c’est
dire qu’il existe des suites de Cauchy qui n’y convergent pas. La question de savoir
s’il est possible de rajouter ce qu’il faut pour qu’il le soit parait alors toute naturelle.

Rappelons qu’'une partie A de X est dite dense si, pour tout z € X et tout
e >0, il existe a € A tel que d(z,a) < €.

~

On appelle complété de (X, d) la donnée d’un triplet ()/(t, (/i\,j) ou ()A(, d) est un
espace métrique complet et 57 : X — X une application telle que :

~

i) pour tous x,y € X, on ait d(j(x),j(y)) = d(x,y) (j est donc une injection

isométrique) ;
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ii) limage j(X) de X par j est une partie dense de X.

Si ()/5 ! d ,7") est un autre complété de I'espace (X, d), il existe une isométrie
o: X — X' telle que 7/ = 0 0j. Le complété est donc unique & isométrie pres.
L’objet de I’exercice qui suit est de montrer qu’il existe toujours.

Soit (X,d) un espace métrique. On note E l'espace vectoriel des fonctions

bornées X — R muni de la norme de la convergence uniforme : ||f||oc = sup |f(z)]
zeX

et de la distance associée d..
1 - Montrer que ’espace normé (FE, || ||o) est complet.

2 - Soit C le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions continues bornées
X — R. Montrer que C est fermé dans F.

3 - Montrer que si d’ est une autre distance uniformément équivalente a d, alors

d et d’ ont les mémes suites de Cauchy.

On peut donc supposer que le diametre §(X) = sup d(z,y) est fini, quitte
zyeX

a remplacer d par une autre métrique qui lui est uniformément équivalente (par
exemple inf(1,d) ou %)

Pour tout a € X, on note f, la fonction f, : X — R qui a z € X associe le
nombre f,(z) = d(x,a).

4 - Montrer que f, € C et que 'application j : a € X —— f, € C est une
injection isométrique.

5 - On note X l'adhérence de j(X) dans C et d la restriction de doo & X.
Montrer que 'espace métrique ainsi obtenu ()/f , j) est un complété de (X, d).

Exercice 9 (Intégrale de Riemann)

Soient a,b € R tels que a < b. On note E ’espace vectoriel des fonctions bornées

[a,b] — R muni de la norme :

I flloo = sup [f(2)].
z€[a,b]
On rappelle (cf. exercice 8) que (E,|| ||o) est un espace de Banach. L’espace C

des fonctions continues [a,b] — R en est un sous-espace fermé.

Une subdivision S de lintervalle [a,b] est une suite finie de nombres réels
to,t1, -+, tn telle que a = tg < t1 < - < th1 < t, = b ; le diamétre de S
est le nombre 6(S) = sup |t; — t;—1|]. Une fonction ¢ : [a,b] — R est dite

1=1,---,n
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étagée 8’1l existe une subdivision S = (tg, - --,t,) de [a,b] telle que la restriction de

¢ a chaque intervalle |t;_1,t;[ (avec i = 1,---,n) soit une constante ¢; ; une telle

¢ = Z Cil]ti_l,ti[
i=1

(ot 1y, , 1,1 est la fonction indicatrice de ]t;_1,%;[) sur la réunion des intervalles

fonction s’écrit donc :

ouverts |t;_1,t;[ (on ne s’occupe pas de ses valeurs aux points t;). On note &
I’ensemble de telles fonctions.

1 - Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de E.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f est uniformément continue.

Cela signifie que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que :
(%) Vo2’ € la,b] ¢ |z -2 <n=|f(z) - f(@)| <e.

D’apreés ce qui précede, a tout n € N* correspond un 7, > 0 vérifiant la

propriété (x) avec e = L.

2-S0it S, :a=1ty <t; <---<tp =bune subdivision de [a,b] de diametre
dn < My, ; on définit la fonction étagée f,, : [a,b] — R par :

fu(z) = {;EZZ)—l) six € [ti_q,t;[pouri=1,---,p,

six =b.

Vérifier que f, € £ et montrer que la suite (f,) converge vers f pour la norme
I Moo-

Pour toute fonction étagée ¢ : [a,b] — R donnée par :

P
¢ = Z Cil]ti_l,ti[
i=1

sur la réunion des intervalles ouverts |t;_1, ;] associés a une subdivision (to,---,t,)
de Pintervalle [0, 1], on pose I(¢) = >0, ¢;(t; — ti—1).

Soit (fy,) une suite de fonctions étagées convergeant vers f pour la norme || ||oo-

(Une telle suite existe. La question 2 en donne une par exemple.)

3 - Montrer que la suite (I(f,)) converge vers un nombre réel.
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4 - Montrer que la limite précédente ne dépend pas de la suite (f,,) choisie. Ce
nombre sera appelé intégrale de Riemann de la fonction f sur Uintervalle [a,b] et

/a ’ f(x)dz

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On appelle semi-norme sur E toute

noté :

Exercice 10

application p : E — R, telle que :
i) p(0) =0
ii) p(Ax) = |A|p(z) pour tout x € E et tout A € K ;
iii) p(z +y) < p(x) + p(y) pour tous z,y € E.

Soit F l'espace des fonctions continues R — C. Soit K un intervalle fermé

borné de R. Pour toute fonction f € E, on pose :

px (f) = sup |f(z)].

reK

1 - Montrer que pg est une semi-norme sur F et qu’elle n’est pas une norme.

Soit (Kpn), N une suite d’intervalles fermés bornés de R de réunion R. Pour

tout n € N, on note p,, la semi-norme pg, . Pour f,g € E, on pose :

Z% (1, pn(f — 9))-

2 - Montrer que cette série converge et que § est une distance sur E invariante
par translation.

3 - La distance ¢ provient-elle d’une norme 7 (Justifier la réponse.)
Exercice 11

Soient r un entier naturel et E l'espace des fonctions f : [0,1] — R de classe C".
Soit s un entier tel que 0 < s < r. Pour toute fonction f € E, on pose :

1£11% =, max { sup f“><a:>}-

)8 11;‘6[0,1]

5.) est-il

1 - Montrer que || |[5, est une norme sur E. L’espace normé (E, || ||2,

de Banach ?
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2 - On note C°([0,1],R) l’espace des fonctions continues [0,1] — R muni de
la norme de la convergence uniforme. Soient g, -, @, € E. Pour f € F, on pose :

Df(x) =Y pu(x)fO(x).
£=0

L’application linéaire D : E — C9([0, 1], R) ainsi définie est-elle continue ?
Exercice 12

Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On définit la distance d’un
point x € F a A par d(z,A) = in}f4 d(z,a). On note « la fonction £ — R qui a x
a€

associe d(x, A). Montrer que « est lipschtzienne de rapport 1.
Exercice 13

Soit (X,,,dy)n>1 une famille dénombrable d’espaces métriques. On suppose que
pour tout n, le diametre de X,, est < 1. Sur X = HX”’ on définit une distance

n
en posant, pour tous x = (Zn)n €t ¥y = (Yn)n :

d(xvy) = Z Q%dn(xnyyn)

n>1

1 - Montrer que les projections 7, : (z,) € X — x,, € X, sont continues.

2 - Montrer que toute boule ouverte B(x,e) dans X contient une partie de la

forme :
N

HB(%,U) X H Xj

i=1 J>N+1

ou z; = m;(z) et B(x;,n) est la boule de X; de centre z; et de rayon n avec n < €.
3 - Montrer que pour qu’'une application f d’un espace métrique (Y,d) dans

(X, d) soit continue il faut, et il suffit que, pour tout n, 'application Y Tnof X,, soit

continue.

4 - Montrer que si, pour tout n, 'espace X,, est complet, il en est de méme de
I’espace métrique (X, d).

Exercice 14

Soit (E,|| ||) un espace normé. On note B sa boule unité ouverte et on considere

X
L+[f]]*

lapplication ¢ : E — B définie par : p(x) =
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Montrer que ¢ est un homéomorphisme de E sur B.

Exercice 15

On munit 'espace R™ de sa norme euclidiennes usuelle ||z|| = /2% + -+ +22. On
considere les ensembles suivants :

My = {(z1,72) € R” : (w1,22) # (0,0)}
My = {(x1,29,23) € R® : 2% + 22 =1}
Mz = {(56’1,56’2,.%’3) € R?’ : LE% —{—x% _37% — 1}

et les applications ¥y : R? — R3 et Uy : R® — R3 définies par :

Va?+a3 /2t + a2} 2

Vo (r1,x0,23) = (atm/l + 23, 294/1 —|—a:§,a:3> .

1 - Montrer que M; est un ouvert de R? et que M5 et M3 sont des fermés de

1
Uy (x1,22) = ( a 2 , = In (95% + x%))

R?.
2 - Dessiner les ensembles My et Ms.

3 - Montrer que ¥, envoie bijectivement M; sur Ms et que ¥4 envoie bijective-
ment Ms sur Ms.

4 - Calculer les applications inverses ¥ —! : My — M, et \112_1 : M3 — M.

5 - Montrer que les applications W1 : M7 — Ms et Uy : My — M3 sont des
homéomorphismes.

Exercice 16

On note E 'espace vectoriel des fonctions continues [0, 1] — C. Pour toute fonction
f € E, on pose :

1£1)x :/0 F(x)|da

Itk = ( | 1 |f(x)|2dx>%

| flloc = sup |f(x)].

z€[0,1]
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1 - Montrer que || |1, || ||2 et || ||co sOnt des normes sur E.
2 - Montrer qu’on a ||f||1 < ||fll2 < ||f|ls pour toute fonction f € E.

On considere la suite de fonctions (f,),>1 dans E définies par :

o) = {O pour z € [1/n,1]

1 —nx pour z € [0,1/n]

3 - Calculer || full1, || fnll2 €t || frlloo

4 - Montrer que deux quelconques de ces normes ne sont jamais équivalentes.
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Question de cours

Soit (E,d) un espace métrique. On rappelle que (E, d) est compact si de toute suite
(xn)n de E on peut extraire une suite (x,,)r convergente. Montrer que si (F,d)

est compact alors il est complet.

Exercice 1

lz—y|
1+|z—yl~

On définit I'application 6 : R x R — R, par d(x,y) =
1 - Montrer que J est une distance sur R.

2 - Montrer que I'espace métrique (R, d) est complet.
Exercice 2

On rappelle que X = [0,1] muni de sa métrique usuelle d(z,y) = |z — y| est un
espace métrique connexe. Soit ¢ : X — X une application continue. Montrer que
¢ admet un point fixe i.e. il existe (au moins) a € X tel que ¢(a) = a.

Indication : Introduire la fonction f: X — R définie par f(z) = x — ¢(x) et
utiliser le fait que X est connexe.

Exercice 3

On note E l'espace vectoriel réel des fonctions continues [0, 1] — R. On le munit

de la norme de la convergence uniforme ||f|| = sup |f(x)| et de la distance associée
z€[0,1]

d définie par d(f,g) = ||f — g||- On rappelle que 'espace normé (E,|| ||) est de
Banach i.e. ’espace métrique sous-jacent (E,d) est complet. Pour toute fonction
f € E et tout x € [0, 1], on pose :

T(f)(z) = e~ @2 /037 f(t)dt + x.

1 - Montrer que T'(f) est un élément de E et qu’on a ainsi une application bien
définie T': f e E+—T(f) € E.
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2 - Montrer que T est une application contractante i.e. il existe A €]0, 1] tel
qu’on ait U'inégalité ||T'(f) — T'(g)|| < Al|f — g|| pour toutes fonctions f,g € E.

3 - Montrer qu’il existe un unique élément f € E qui vérifie I’équation :

e~ (@+2) / f)dt+x— f(x) =0 pour tout z € [0, 1].
0

Exercice 4

On rappelle qu'un homéomorphisme entre deux espaces métriques X et Y est une
application bijective 1 : X — Y telle que v et 1~ ! soient continues.

Tout intervalle de R que l'on considérera sera muni de sa métrique usuelle

d(z,y) = |z — y|. Soit J un intervalle ouvert de R. Montrer qu’il existe un
homéomorphisme ¢ :]0,1[— J en en donnant un explicitement dans chacun des
cas : J =| — o00,¢[, J =|n,+oo[ avec g, € R et J =|a,b[ avec a,b € R vérifiant
a <b.

Corrigé

Question de cours

Soient (x,,), une suite de Cauchy dans E et € > 0. Alors il existe Ny € N tel que :

n,p > No = d(xy,,z,) <

—~~ DO ™

Comme FE est compact, (acn)n admet une sous-suite xnk) L qui converge vers un

élément x € E 1.e. il existe N1 € N tel que :

k> Ny :>d<$nk,37) <

| ™

On pose N = max{Ny, N1}. Alors, pour k> N on a :

s> N = d(z,25) < d(z,20,) + d(Tn,,25) < = + % —c

Do ™

qui montre que la suite (x,), converge vers x. L’espace métrique (F,d) est donc
complet. O
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Exercice 1

1 - Vérifions les trois axiomes de distance. On a de fagon évidente §(z,y) =
d(y,x). Il est clair aussi que x = y implique 6(z,y) = 0. Supposons é(z,y) = 0 ;
alors |z —y| = 0 et donc x = y. Soient x,y,z € R et posons a = |z —y|, b = |z — 2|
et ¢ = |z —y| ; on sait alors que a < b+ c. Supposons, pour fixer les idées, que ¢ < b
(ce n’est nullement une restriction). Alors a 4+ ab < (b + ¢) + a(b + ¢), c’est-a-~dire
a(l4+0b) < (14 a)(b+ c¢). On divise les deux membres de cette inégalité par le
nombre réel strictement positif (1 + a)(1 4 b) et on obtient :

a b+c b c b c
< = + < + :
l4+a 140 14b 1407 1+b 1+4c
On a donc montré que 6(x,y) < §(z,z) + 0(z,y). Ceci montre que 0 est bien une

distance. ]

2 - Soit (z,), une suite de Cauchy dans R pour la distance 6. Soit ¢ > 0. On
peut se contenter de prendre € < 1 car é(z,y) < 1 pour tous x,y € E. Faire varier

3 . , . N _ 77
7= (ce qui est équivalent a ¢ = 7> Jr77) dans

10, +00[. Un calcul simple montre que |z — y| < 7 si, et seulement si, §(x,y) < e.

e dans |0, 1] revient a faire varier n =

Comme (z,,) est de Cauchy, il existe N € N tel que 6(x,,z,) < e pour n,p > N et
donc |z, —x,| < 1 pour n,p > N. La suite (z,,) et donc de Cauchy pour la distance
usuelle sur R pour laquelle il est complet ; elle converge donc pour cette distance
vers un réel x. Cela signifie qu’il existe k € N tel que n > k = |x,, — x| < 1 ; mais
|, — x| < = d(xp,z) < e et doncn >k = d(x,,r) < e qui montre que la
suite (x,) converge vers x pour ¢ ; 'espace métrique (F,d) est donc complet.  [J

Exercice 2

On a f(0) = —¢(0) < 0et f(1) =1—¢(1) > 1. La fonction f :[0,1] — R
étant continue sur I’espace métrique connexe [0, 1] et vérifie f(0)f(1) < 0, elle prend
nécessairement la valeur 0 (d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires) i.e. il
existe z € [0, 1] tel que f(x) = 0. Et donc ¢(x) = z, c’est-a-dire = est un point fixe
de ¢. O

Exercice 3

1 - La fonction f étant continue, la fonction = € [0,1] — [ f(t)dt € R
est continue (de classe C' méme). Comme les fonctions e~ (*+2) et 2 sont aussi
continues, il en de méme pour e~ (*+2) fy ft)dt + z i.e. T(f) est bien un élément
de E. L’application T" est donc bien définie sur E et a valeurs dans E. O
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2 - Soient f et g deux éléments de E. On a, pour tout = € [0,1] :

T(f) (=) = T(9)(2)| =

e4ﬂmﬁﬂﬂw—amw\
ge*ﬂméﬂﬂw—aMﬁ

X
<@t [Tif — glat.
0
En prenant le sup des deux membres pour x variant dans [0, 1] on obtient :

IT(f) =TIl < Allf = 4li

avec A = e~ 2 €]0, 1] qui montre bien que T est une application contractante dans
I'espace normé (E, || ||)- O

3 - Un élément f € E qui vérifie I’équation :
e_(x”)/ f(t)dt+x— f(z) =0 pour tout = € [0, 1]
0

n’est rien d’autre qu'un point fixe de T'. Un tel élément existe car I’espace normé
(E, || ||) est complet et T : E — FE est contractante ! ]

Exercice 4

Les applications qui suivent sont clairement continues :
¢1:t€)0,1[— (1 —t)a+tb=s €]a,b|

¢o :t €]0,1[— Log(t) + ¢ = s €] — 00, €]
¢3 1 t €]0, 1[—— —Log(t) + 1 = s €]n, +oo].
Elles sont bijectives et ont pour inverses les applications :

s—a

Byl (s) = 3 —

()= gyi(s) =)

qui sont aussi continues. Les trois applications ¢1, ¢2, ¢3 sont donc des homéomor-
phismes de |0, 1] respectivement sur les intervalles |a, b[, | — oo, e[ et |n,+oo[. O
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Question de cours

On dira qu'un espace métrique (X, d) est compact s’il vérifie 'une des deux con-
ditions équivalentes qui suivent : i) de toute suite (x,), de X on peut extraire
une suite (z,, )r convergente ; ii) de tout recouvrement ouvert {U,};c; de X on
peut extraire un recouvrement fini {U;,,---,U;, }. Soient (X, d) un espace métrique
compact, (Y,d) un espace métrique et f : X — Y une application continue. On
pose Z = f(X). Montrer que Z est un compact de Y.

Exercice 1

On note E 'espace vectoriel R™ et (eq,- -, e,) sa base canonique. On le munit des

trois normes :

et Noo(x) = sup |zl

i=1,n

Ni(z) =) |ai|
=1

1 - Montrer qu’il existe des constantes réelles strictement positives k1, K}, K2

et k), telles que, pour tout = € F, on ait :

k1N1(7) < Noo(z) < K1 N1 (2) et koNa (1) < Noo(x) < kG No(20).

2 - En déduire que les trois normes N1, Ny et N, sont équivalentes.

On note S; la spheére unité de ’espace normé (E, Np) i.e. l'ensemble des
vecteurs © € E tels que Ni(z) = 1. On rappelle que S; est un fermé borné de

(E, N1) et donc une partie compacte de (F, N1). Soit N une norme quelconque sur
E.

3 - Montrer que I'application identité j : (E, Ny) — (E, N) est continue. En

déduire que S; est une partie compacte de I'espace normé (E, N).
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4 - Montrer que 'application N : F — R, est continue. En déduire qu’il

existe a, f € R tels que : inf N(x) = et sup N(x) = p.
TEST zE€ES;

5 - En utilisant tout ce qui précede, montrer que N est équivalente a V.

(Conclusion : toutes les normes sur E sont équivalentes.)
Exercice 2
Soit X = {z1,22, -+, %n, -} un ensemble dénombrable (x,, = x, si, et seulement

si, n = p). Pour tous x,,x, € X, on pose :

0 sip=gq
d(wp, 2q) = 1+14+1 sinon.
p ' q
1 - Montrer que d est une distance sur X.

2 - Montrer que I'espace métrique (X, d) est complet.
Soit f : X — X lapplication définie par f(z,) = x,11 pour tout n € N*.

3 - Montrer que f vérifie d(f(z), f(y)) < d(z,y) pour tous x,y € X avec x # y.
4 - Montrer que f n’a pas de point fixe.

5 - La réponse a la question 4 contredit-elle le théoréme du point fize pour une
application contractante dans un espace métrique complet ?

Corrigé
Question de cours
C’est exactement la proposition 2.4 du chapitre III. O
Exercice 1
C’est exactement le théoreme 2.1 du chapitre IV. O]
Exercice 2
1 - Soient z, et x, deux éléments de E. Par définition si z, = x4, on a

d(xp,xq) = 0. Supposons z, # x4 ; alors d(zp,z4) =1+ 1/p+1/q qui est non nul.
Donc d vérifie la propriété de séparation. La symétrie de d est immédiate. Montrons
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que l'inégalité du triangle est vérifiée. Soient z,, x, et x, trois éléments de E ; on
les supposera deux a deux distincts (autrement la vérification est immédiate). On

a .

1 1 1 1 1 1
d(xp,24) =1+ -+ - < (1 + P + ;) + (1 + - + 5) = d(@p, ;) + d(@r, Tq)-
2 - Une suite dans FE est en fait une sous-suite (x,, )r>1 de la suite (x,,). On va
la noter (2x)k>1 i.e., pour tout k > 1, 2, = x,,, . Supposons que (z) est de Cauchy.
Alors, pour tout € > 0, il existe K € N* tel que :

kol > K = d(zk,20) = d(xp,,Tn,) <E.

Si on choisit € < 1, I'inégalité d(x,, ,x,,) < € n’est vérifiée que si d(zy,,zn,) =0
i.e. z = z¢g = zk ; la suite (zx) n’est donc de Cauchy que si elle est stationnaire.
Dans ce cas, elle est convergente. En résumé : toute suite de Cauchy dans F est
stationnaire, donc convergente. L’espace métrique (F,d) est donc complet. O]

3 - Soient z, et x, deux éléments distincts de . On a :

1 1 1 1
d , =d , =1 <1+ -4 -=d(x,,x,).
(f(zp), f(zq)) (Tpt+1, Tg+1) + P+ 1 + 7+ 1 + D + q (Tp, Tq)
Ce qui est exactement la propriété qu’on cherche. 0

4 - Comme z, = x, si, et seulement p = ¢, pour tout n > 1 on a f(x,) =
Tpt1 7 . Donc f ne fixe aucun point de E. O

5 - La réponse a la question 4 ne contredit nullement le théoréme du point
fixe pour une application contractante dans un espace métrique complet ! En effet
(E,d) est complet, f vérifie I'inégalité d(f(x), f(y)) < d(x,y) pour x # y mais il
n’existe aucun « €)0, 1 tel que d(f(x), f(y)) < ad(z,y) car :

lim d(f(zn), f(Tni1)

n—oo d<mn7 xn—i—l)

=1

i.e. f n’est pas une contraction de (E,d). Nous ne sommes donc pas dans les
hypotheses d’application du théoreme du point fixe ! 0
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Examen - 14 décembre 2007

DUREE : 3 HEURES - DOCUMENTS NON AUTORISES

Question de cours

1 - Soit (F,d) un espace métrique. Quand dit-on que (E,d) est compact ?
(Donner deux définitions équivalentes.) Montrer que si (F,d) est compact, alors
son diametre est fini.

2 - Soit E un ensemble non vide muni de la métrique discrete §(z,y) =
{ 0 six=

. Y. Montrer que (E,¢) est compact si, et seulement si, il est fini.
1 sinon

Exercice 1

Soient (£, d) un espace métrique et (z,),>1 une suite de Cauchy dans E. On sup-
pose que (z,),>1 admet une sous-suite (z,, )x>1 convergeant vers z € E. Montrer

que (zp)n,>1 converge vers .

Exercice 2

On munit espace vectoriel R? de sa norme euclidienne usuelle :

lz]] = /=1 + a3 + 23

et de la distance d associée. On pose F = {(x1, 2o, 23) € R® : 22 + 22 = 23 + 1}.
1. Montrer que F est une partie fermée de ’espace métrique (R?,d).

2. Dessiner la partie F' et montrer qu’elle est connexe par arcs.

Exercice 3

Soient I un intervalle ouvert de R muni de sa métrique usuelle et f: I — R
une fonction de classe C? sur I. On suppose que la dérivée premiere f’ et la dérivée
seconde f” sont strictement positives sur un intervalle [a,b] C I (avec a < b) et
f(a) < 0et f(b) >0.

1. Montrer que I’équation f(z) = 0 a une solution unique a dans I'intervalle

ouvert |a, b[.
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2. En utilisant le théoreme des accroissements finis montrer que pour tout
x € [a,b] on a :

f'(a)
Soient (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, z,y) et
Ay la tangente a (C') au point d’abscisse g = b. On note M; le point d’intersection

de 'axe Ox avec Ay.

3. Déterminer I'équation cartésienne de A, ainsi que 'abscisse x; du point
M.

On construit une suite de réels (z,,), . et une suite de droites (A,), -y telles
que :

e xy=0b;

e pour n € N, A, est la tangente a (C) au point d’abscisse z,, ;

e pour tout n € N*, z,, est I'abscisse du point M,,, intersection de I'axe Ox

avec A,,_1.
4. Montrer que, pour tout n € N, on a :

f(xn)
fi(n)

(2) Tpil = Tp —

5. Montrer que la suite (), .y est décroissante.
6. Montrer que la suite (z,,), N est convergente. On notera 6 sa limite.

7. Montrer que 0 est égale a la solution « €]a, b| de ’équation f(x) = 0 (cf.

question 1).

CORRIGE

Question de cours

1. On dit qu'un espace métrique (F,d) est compact 8’1l vérifie 'une des condi-

tions équivalentes qui suivent :

i) De tout recouvrement ouvert {U; };c;r de E on peut extraire un recouvrement fini
{UZS }8217'”7k'
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ii) Toute suite (), N+ dans E admet une sous-suite (v, ), N+ convergente.

L’équivalence entre les assertions i) et ii) est donnée par le théoréme de Bolzano-
Weirestrass.

La famille (indexée par « € F) de boules ouvertes B(x, 1) est un recouvrement

ouvert de . Comme E est compact, on peut extraire de ce recouvrement ouvert

un recouvrement fini B(zq,1),- -, B(z,,1). On pose :
a= sup d(z;,z;) < 4oc.
7;7]':17...,”

Alors : diametre(F) < a4+ 2 < 400. En effet, si x,y € F, il existe i,5 € {1,---,n}
tels que = € B(z;,1) et y € B(x;,1). D’ou :

d(z,y) < d(z,z;) +d(z;,z;) +d(zj,y) <1l+a+1l=a+2.

2. Rappelons que dans un espace métrique discret (F,J), toute partie de FE
est ouverte ; en particulier tout singleton U, = {x} est un ouvert. La famille i =
{U. }+eE est donc un recouvrement ouvert de E. Si (E, §) est compact, de U on peut
extraire un recouvrement fini {U,,,---,U, }. L’ensemble E est alors contenu dans
{z1, -+, z,} donc fini. Réciproquement, supposons E fini i.e. £ = {x1, -+, x,} et
prenons un recouvrement ouvert U = {U; };cr de E. Alors tout zj € E est contenu
dans un U;, ; E est donc contenu dans U;; U---UU; e {U;,---,U; } est un
recouvrement ouvert fini extrait de U ; ce qui montre que (F,J) est compact.

Exercice 1

Soit € > 0. Comme (x,) est de Cauchy, il existe N1 € N* tel que d(zy,zp) <
S pour n,p > N;. Comme (z,, ), converge vers x, il existe Ny € N” tel que
d(zp,,r) < § pour k > Ny. Posons N = max(NN1, N2). On a alors, pour n,k > N :
d(zn,r) < d(Tp, Tp,) +d(Tn,, ) < 5+ 5 = € qui montre que la suite (z,,) converge

vers T.

Exercice 2

1 - La fonction ¢ : R® — R définie par ¢(z1,x0,23) = 22 + 23 — 23 — 1 est
continue. La partie F' n’est rien d’autre que I'image réciproque par ¢ du fermé {0};

elle est donc fermée.

2 - 11 est conseillé de faire un dessin pour bien suivre le raisonnement !
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Soient a = (a1, az,as) et b = (b1, be, b3) deux points distincts de F'. Si ag = bs,
les points a et b sont sur le méme cercle I',, trace du plan horizontal d’équation
x3 = ag sur la partie F'. On passe donc de a a b en restant sur I', par un chemin
continu (car I', est connexe par arcs). Supposons as # bs. Le cercle I', est centré
au point (0,0,a3) et de rayon /a3 + 1. Ce cercle coupe le demi-plan ouvert P
défini par 1 = 0 et 2 > 0 en un point m. Le demi-plan P, coupe F' en la courbe
H d’équation 23 — z3 = 1 (c’est une branche d’hyperbole). La courbe H coupe le
plan horizontal d’équation x3 = bz en un point n du cercle I'y, intersection de ce
plan et de F' ; I'y a pour centre le point (0,0, b3) et pour rayon \/bgi . Le chemin
qu’il faut emprunter pour aller de a vers b tout en restant dans I’ est le suivant :
on part de a et on suit le cercle I', jusqu’au point m; on suit la courbe H jusqu’au
point n, ensuite on suit le cercle I', jusqu'au point b ! On sait donc relier deux
points quelconques de F' par un chemin (continu) contenu dans F' ; ceci montre que
F est connexe par arcs. (Le lecteur peut remarquer qu’on n’a pas besoin des arcs
sur les cercles I', et I'y si les points a et b sont sur un méme demi-plan vertical

délimité par 'axe Oz3 : un morceau d’hyperbole suffit.)

Exercice 3

1 - La fonction f : [a,b] — R est continue et vérifie f(a) < 0 et f(b) > 0 ;
comme [a, b] est connexe, elle prend nécessairement la valeur 0 i.e. il existe a €]a, b|

tel que f(a) =0. Comme f est en plus strictement croissante, ce « est unique.

2 - La fonction f : [a,b] — R est de classe C! ; d’aprés le théoréme des
accroissements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(z) — f(a) = f'(c)(x — ) i.e. (tenant
compte de f(a) = 0) f(x) = f'(¢)(x — «). Comme f” > 0, f’' est strictement
croissante sur [a,b] ; en plus f’ est strictement positive sur [a,b] ; d’ou f'(c) >
f'(a) > 0. Ce qui nous donne 'inégalité cherchée :

2 @)l
1) o~ ] < 5.

3 - On cherche I’abscisse 1 du point M;. La droite Ay a une pente égale a

f'(xo) = f'(b) et passe par le point de coordonnées (xg, f(z¢)). Elle a donc pour

équation Y = (X — zq)f'(xo) + f(xg). L’abscisse x; de l'intersection de Ay avec
f(zo)
fr(zo)”

4 - On raisonne exactement de la méme maniere en remplacant xy par x,, la

I’axe Ox est obtenue en faisant Y = 0 ; ce qui donne 1 = zg —

droite Ay par A, et le point M7 par M, 1. La droite A,, a ainsi pour équation
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Y =(X —z,)f (z,) + f(x,). Par conséquent le point M, a pour abscisse :

f(zn)
f(zn)

(2) Tnt1 = Tn —

5 - Sur Uintervalle [a, b], f” > 0 et donc f y est strictement convexe (i.e. vérifie
I'inégalité f((1 — Nz + Ay) < (1 — N)f(z) + Af(y) pour tous z,y € [a,b] et tout
A € [0,1]). Par suite, la pente de la droite passant par les points («,0) et (b, f(b))
est strictement plus petite que f’(b) qui est celle de la tangente A a la courbe au
point (b, f(b)). Donc z1 > «. Le méme argument permet de montrer que z, > «
pour tout n > 0. On a donc f(z,) > 0 pour tout n ; comme en plus f'(z,) > 0, on

en déduit x, 1 —x, = — ;,((”;")) < 0 i.e. la suite (x,,) est décroissante.

6 - La suite (x,,)n>0 étant minorée par a et décroissante, elle converge vers un
0 € o, b].

7 - La suite (z,,)n>0 converge vers 6 et f et f’ sont continues avec f’ constam-

ment non nulle sur [a,b] ; on a donc :

7( ¢ im_a, N
10 f(( h; g i (4em))

n—-+4+oo

Ceci montre que f(6) = 0 et donc § = a puisque « est I'unique solution de I’équation
f(z) = 0 sur lintervalle [a, b].
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Examen - 16 janvier 2008

DUREE : 3 HEURES - DOCUMENTS NON AUTORISES

Questions de cours

1 - Quand dit-on qu’un espace métrique (E,d) est connexe 7 connexe par arcs?

2 - Soient (F,d) et (F, ) deux espaces métriques et f : E — F une application
continue. On suppose E connexe. Montrer que I'image Y = f(F) de E par f est
une partie connexe de F'.

3 - On rappelle que l'intervalle [0,1] de R muni de sa métrique usuelle est
connexe (vu en cours). Montrer qu’un espace métrique (F,d) connexe par arcs est

connexe.

Exercice 1

On munit Uintervalle [0,1] de sa métrique usuelle. Soit ¢ : [0,1] — [0,1] une
application continue.

Montrer que ¢ admet un point fixe i.e. il existe x € [0, 1] tel que ¢(x) = =.
(Penser a introduire la fonction f :[0,1] — R définie par f(x) =z — ¢(x).)

Exercice 2

Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction de classe C'. On
suppose que la fonction dérivée f’: I — R est bornée i.e. il existe une constante
réelle M > 0 telle que |f'(z)| < M pour tout x € I.

Montrer que f est lipschitzienne de rapport k = sup | f’(x)|.
xel

Exercice 3

On note B 'espace vectoriel des fonctions bornées [0, 1] — R muni de la norme de

la convergence uniforme ||f|| = sup |f(z)| et de la distance associée d définie par

z€[0,1]
d(f,9) = Il = gll-
Soit (fn),cN une suite de Cauchy dans (B, || ||).

1 - Montrer que, pour tout = € [0, 1], la suite réelle (f,(x)), N converge. Soit
f(x) sa limite.
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2 - Montrer que la fonction f : [0,1] — R ainsi obtenue est bornée.
3 - Montrer que la suite (f,) converge vers f pour la norme || ||.

L’espace normé (B, || ||) est donc complet. Soit C le sous-espace de B dont les

éléments sont les fonctions continues [0, 1] — R.
4 - Montrer que C est fermé dans B.

Soit T': ¢ € C — T'(¢) € C l'application définie par :

1

T(0)(w) = 5 | ot0a+ 1.

5 - Montrer que T est une application contractante i.e. il existe un réel k €]0, 1|
tel que ||T(¢) — T'(¥)|| < k||¢ — ¢|| pour tous éléments ¢, 1) € C.

On définit une suite (¢ ), .y dans C par ¢o = 1 et ¢, = T(¢n—1) pour n > 1.
6 - Calculer ¢ et ¢s.
7 - Montrer que la suite (¢,) converge dans C vers 'unique solution ¢ de

I’équation qui suit (dite équation fonctionnelle) :

1
T+ 2

/w o(t)dt — p(x)+1=0 pour tout z € [0, 1].
0
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