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Introduction

Ce travail trouve son origine dans quatre exposés faits par Colette De Coster qui ont porté sur
la méthode dite des sous- et sur-solutions, aux mois d’octobre et novembre 2009, dans la cadre
d’un groupe de travail du LAMAYV. L’objet de ce travail, inspirée de ces exposés, est de faire
une introduction a cette méthode.

La méthode des sous- et sur-solutions donne l'existence et la localisation d’une solution d’un
probléeme aux limites en présence d’un couple de fonctions, appelées sous-solution et sur-solution,
bien ordonné. Ces sous- et sur-solutions peuvent étre considérées comme des approximations de
la solution avec une erreur de signe constant.

Les questions qui se posent a propos de la méthode des sous- et sur-solutions sont multiples :
Pour quel type de problemes a-t-on ce genre de résultat ? Peut-on approcher la solution ainsi
obtenue ? Dans les applications, comment fait-on pour trouver ces sous- et sur-solutions? Que
se passe-t-il dans le cas ou ce couple de fonctions n’est pas bien ordonné? Quels sont les liens
entre cette théorie et d’autres, telles que la théorie du degré ou les méthodes variationnelles qui
permettent d’obtenir des résultats de multiplicité 7 Autant de questions qui ont déja donné lieu
a de nombreuses publications ou qui font encore ’objet de recherche.

Vu la dimension restreinte de ce travail, nous ne considérons bien stir pas toutes ces questions.
Dans ce travail, nous nous sommes fixés comme cadre le probleme aux limites

{ —Au(x) = f(z,u(x)) dans Q,
u(z) =0 sur 052,

qui a 'avantage d’étre assez général pour inclure beaucoup de problémes mais assez simple pour

ne pas masquer les idées principales derriere un exces de technique. Ces notes sont fortement



inspirées de [2] ou le cadre est, par contre celui des équations différentielles ordinaires.

Le plan que nous allons adopter dans ce travail est le suivant.

Dans la partie 1, constituée de généralités, seront donnés un certain nombre de rappels d’outils
de I’Analyse Mathématique auxquels nous aurons recours fréquemment et les définitions des
notions de sous-solution et de sur-solution.

Dans la partie 2, le lecteur trouvera une discussion des implications de ’existence d’une paire
de sous- et sur-solutions bien ordonnées. Ces implications concernent I’existence, la localisation
d’une solution ainsi que des informations sur la structure de ’ensemble des solutions.

Dans la partie 3, sera fait le lien avec la théorie du degré de Leray-Schauder qui est un outil qui
permet d’obtenir des résultats de multiplicité. En particulier, nous montrerons le théoreme des
trois solutions d’Amann qui permet d’obtenir ’existence de trois solutions en présence de deux
paires de sous- et sur-solutions vérifiant certaines relations d’ordre.

A la Remarque 2.4, nous verrons que la seule existence d’une paire de sous- et sur-solution (sans
ordre) ne suffisent pas, en général, & assurer I'existence d’une solution. La partie 4 est dédiée a
des situations ou l'existence d’une paire de sous- et sur-solution, sans relation d’ordre, permet
d’obtenir I'existence d’une solution. Nous nous intéresserons aussi a des résultats de multiplicité.
La partie 5 est une premiere réponse a la question de reconnaitre, dans les applications, si les
hypotheses d’un probléme permettent de trouver des sous- et sur-solutions. A titre d’exemple,
nous considérons la recherche de solutions positives. Nous n’avons pas traité cette application

avec le maximum de généralité.



1. Généralités : notations, formulation du probleme principal, rappels, notions de sous-solution

et sur-solution

Notations 1.1 : n désigne un entier strictement positif et p désigne un réel supérieur ou égal a 1.

(2 désigne un domaine (ouvert connexe) borné régulier de R" .

On note C5(Q) le sous espace vectoriel de C'(Q) constitué des fonction de classe C! sur Q2 et
nulles sur Q. En tant que sous-espace vectoriel normé de C!(£2), muni de sa norme naturelle
||'||cl(§)7 C5(Q) est un espace de Banach.

On désigne pas f une fonction définie sur une partie £ non vide de 2 x R.

Nous considérons le probleme aux limites suivant

—Au(z) = f(z,u(x)) dansQ,
{ u(z) =0 sur 0F2, (1.1)

Précisons le type d’hypothéses que nous mettrons sur f ainsi que l'espace dans lequel nous

chercherons la fonction inconnue «.

Définition 1.1 : Soit f : @ x R — [R. On dit que f est LP-Carathéodory si elle vérifie les
conditions suivantes :

(i) Pour tout y € R, f(.,y) est mesurable sur €.

(ii) Pour p.p. z € Q, f(x,.) est continue sur R.

(iii) VR > 0, 3hpr € LP(Q) telle que Vp.p.z € Q, Yy € [-R,R], |f(z,y)| < hr(x).

Définition 1.2 : Etant données deux fonctions a, b : © — IR, bornées et telles que a < b, on
définit une partie E de R"! en posant E = {(z,y) € QxR | a(z) <y < b(z)} .

Pour tout y € R, on note Ay, ={zx € Q | a(z) <y <b(x)}.

Soit f: E — [R. On dit que f est LP-Carathéodory si elle vérifie les conditions suivantes :
(i) Pour tout y € R tel que A, # (), la fonction f(.,y), définie sur A,, est mesurable.

(ii) Pour p.p. z € Q, f(x,.) est continue sur [a(x), b(x)].

(iii) 3h € LP(QQ) telle que Y(z,y) € E, |f(x,y)| < h(x).

Remarque 1.1 : Soit f: QxR — R.

Si f vérifie les conditions de la Définition 1.1, alors f vérifie les conditions de la Définition 1.2

pour toute partie £ de 2 x R définie comme dans la Définition 1.2.

Exemple 1.1 : Une fonction f définie sur Q x R par f(z,y) = g(z) +h(y) ou f(z,y) = g(x)h(y),
avec g € LP(Q) et h € C(R), est LP-Carathéodory.



On note W2P(Q) = {u € LP(Q) | Vi,j € [l,n], Diu, D;jju € LP(Q2)}.
Nous cherchons une fonction u € W2P(2) qui soit solution de (1.1).

Nous supposons p > n; de sorte que W2P(Q) <. C1(Q).

Notons Ty Popérateur Ti : C5(Q) — C4(Q), v+ Ti(v), o u=Ti(v) est la solution du

probleme

{ —Au(z) = f(z,v(z)) dansQ,
(x)=0 sur 0N .

Une solution u de (1.1) apparait comme un point fixe de 'opérateur 77.

Faisons quelques rappels.
Rappel 1.1 : Si on désigne par ¢ une fonction appartenant a LP(€) et que 'on considere le
probleme de Dirichlet suivant :

u(zr) = g(x) dans(,
{ u(z) =0 sur 092, (1.2)

ce probléme admet une seule solution u € W2P((Q).
De plus, 3C >0, 3C" > 0 (C et C' constantes indépendantes de g) telles que Vg € LP(Q),

la solution u de (1.2), vérifie

lullwzs@) < Cllglle@) et lluller@y < Cllglire) - (1.3)
()

Rappel 1.2 : (Théoréme du point fixe de Schauder)

Soit X un espace de Banach et soit R un réel strictement positif.

Si T: B(0x,R) — B(0x, R) est un opérateur completement continu (c’est-a-dire continu et
tel que, pour toute partie bornée D de X, TD) est compacte), alors 7' admet au moins un point

fixe.

Rappel 1.3 : (une des formes du principe du maximum)
Si w € W2P(Q), avec p > n, vérifie Vp.p. z € Q, —Aw(z) < 0, alors w ne peut pas atteindre

un maximum M > 0 dans € sauf si w est constante.

Rappel 1.4 : (une forme du principe du maximum de Hopf)

On consideére une fonction w € W2P(Q), avec p > n. Soit zg € dQ et B une boule ouverte
contenue dans () et telle que x¢ € 05.

Si Vp.p.x € B,—Aw(z) >0 et w(z) > w(zg), pour tout = € B, alors gl;j(:ro) < 0, avec n qui

désigne la normale sortante a {2 au point xg.



Définition 1.3 : Soient a, 3 € W?2P().
On dit que « est une sous-solution (resp. 5 est une sur-solution) du probléme (1.1) si :

(i) Vp.p. z € Q, —Aa(z) < f(z,a(z)) (resp. —AB(x) > f(x, B(z))).
(i) Vo € 092, a(x) <0 (resp. fB(x) > 0).

Remarque 1.2 : Si u est une solution de (1.1), il est évident qu’elle est a la fois une sous-solution

et une sur-solution.

Définition 1.4 : Une sous-solution ou une sur-solution de (1.1) est dite propre, si elle n’est pas

une solution de (1.1).

Nous terminons cette partie par une notation dont nous nous servirons fréquemment.
Notation 1.2 : Soit A une partie non vide de R".
Etant données trois fonctions a, b et u définies sur A et a valeurs dans R, on note u € [a,b] le

fait que Vo € A, a(x) < u(x) < b(z).

Notations 1.3 :

(N1) On désigne par Cg le cone : C>o = {u € C4(Q2) | u>0}.

(N2) Etant données deux fonctions u et v de classe C' sur Q, on écrit u >> v, pour exprimer
que: u—1v € Intcé@) (C>0) . Autrement dit,

VeeQ , u(z)—v(z)>0,

u>>v<:>{ Ve e 0 , wu(z)—v(z) >0 ou (u(z)—v(x)=0 et a%(u—v)(a:)<0),

si 'on désigne par n la normale sortante a 2 au point x.



2. Existence et localisation d’une solution de (1.1) grace & une sous-solution et une sur-solution

de (1.1) bien ordonnées

Le théoréme suivant est fondamental. Il donne des conditions suffisantes d’existence et de loca-
lisation d’une solution pour (1.1).

Théoreme 2.1 : Soient « et [ respectivement une sous-solution et une sur-solution de (1.1),
vérifiant o < 3.

Si f: B — R est LP-Carathéodory avec F = {(z,y) € QxR | a(z) <y <pB(x)} et p>n,

alors (1.1) admet une solution u € W2P(Q) telle que a <u < 3.

Preuve : Considérons le probleme suivant

—Au = f(z,y(x,u(z))) dansQ,
{ u=0 ! sur 0f), (2.1)

avec «y définie par : Vz € R, v(x,z) =

Notons d’abord que Vz € Q,Vz € R, a(x) <~v(x,z) < f(x) et (x,v(x,2)) € E .

D’apres I’hypothese sur f, nous avons
Jhe LP(Q?) | Vpp.zeQ,Vze R, |f(z,y(z,2))] < h(z). (2.2)

ee Premiére étape : Le probleme (2.1) a au moins une solution.
Appliquons le Théoréme du point fixe de Schauder (cf. Rappel 1.2) a 'opérateur
Ty : C5(Q2) — C5(2) , ol u = T(v) est la solution du probleme

—Au = f(z,v(x,v(x))) dansQ,
{ u=20 sur 0€2 . (2:3)

e Soit v € C4(Q). Montrons que T est continu en v.

Considérons une suite (v,) d’éléments de C5(Q2) qui converge vers v dans C5(Q).

Pour tout w € C5(Q), notons gy, : & — R, v — f(z,y(x,w(z))). Nous avons alors, g,
mesurable et pour p.p. x € Q, |gw(x)| < h(z) et, de ce fait, g, € LP(Q).

Notons 9 : C5(Q) — LP(Q), w — gy -

D’apres (1.3), nous avons :
3C" > 0 tel que Yn € IV, [|Ta(va) — T2(v)llermy < C'llv(vn) = ¥ (0)l|o(e) -

Pour montrer que T3 est continu en v, il nous suffit de montrer que lim 1 (v,) = ¢ (v) dans

n——4o00
LP().



Une disjonction des cas (selon les positions relatives respectives de v, (z) et v(z) par rapport a
a(z) et B(x)) montre que VYn € IV, Vo € Q, |y(z,vn(z)) — v(z,v(z))| < |vp(z) — v(z)].

En outre, f(z,.): [a(z),B(z)] — R, y— f(z,y) est continue pour p.p. x € Q. Il en résulte
que Vp.pz €2, lim (vn)(x)=9(v)(z).

Par ailleurs, Vn € IV, V p.p. z € Q, |[¢(vn)(z)] < h(z).

Par application du Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous déduisons que

P (vp) ST (v) dans LP(9).

e Justifions le fait que Tb soit complétement continu.

Soit D une partie bornée de C5(f2) . Puisque f est LP-Carathéodory, 1(D) est borné dans LP(2)
et d’apres (1.3), To(D) est bornée dans W2P(Q2). L’injection compacte de W2P(2) dans C*(Q)
fait que T(D) est un compact de Cj(Q).

e L’hypothése de stabilité d’une boule par T5.

D’apres (1.3) et (2.2), 3R > 0 tel que T2(C5(Q)) C B(Océ(ﬁ)’ R) . Par exemple, R = C'||h]|r(q) ,
ol C’ et h sont respectivement la constante qui apparait dans (1.3) et la fonction qui apparait
dans (2.2), convient.

Nous avons done, a fortiori, TQ(B(O%@), R)) C B(Oczlg(ﬁ)7 R).

Les hypotheses du théoréme du point fixe de Schauder sont toutes remplies. Donc (2.3) admet
un point fixe, ce qui revient a dire que (2.1) admet une solution.

ee Deuxieme étape : Toute solution u de (2.1) vérifie a < u < 5.

Montrons que a < u. Si tel n’était pas le cas, nous aurions mgf)ix(a —u)=M>0.

Nous avons sur le bord 92, o < u. Donc Jxg € Q tel que a(zg) —u(xg) = M et, par continuité
de o —w, Jx; € Q tel que afxy) —u(zr) < M.

On en déduit que : 30y C Q tel que Vo € Q;, a(z) —u(z) > 0 et que o — u est non constante

sur £21. Il en résulte que :

Vo e, —Ala —u)(z) < fz,a(r) = fz,v(2,u(r))) = f(z,a(@)) - f(z,alr)) = 0.

Ce qui contredit le principe du maximum (cf. Rappel 1.3).

u < 8 se démontre de maniére analogue.

ee Conclusion : De a < u < 3, il en résulte que Vx € Q, v(x,u(z)) = u(x) et que, finalement,
si u est une solution de (2.1) alors elle est une solution de (1.1) et elle vérifie la localisation

annoncée. n



Remarque 2.1 : Considérons le probleme aux limites unidimensionnel :

_u//:iu_l sur |0, [,
A o

11 est clair que la fonction constante 8 = 1 est une sur-solution de ce probléme.

Par ailleurs, des calculs simples montrent que si on choisit le réel strictement positif ¢ suffisam-
ment petit, la fonction a : x — CSC%(ﬂ' - x)% est une sous-solution de (2.4). Et si on choisit ¢
suffisamment petit, on a a < 8.

La fonction f; :]0,7[xR} — R, (x,u) —> \/lﬁ —1 ne vérifie pas les conditions de la Définition
1.1, puisqu’elle n’est méme pas définie pour u < 0.

En revanche, si l'on pose E = {(z,y) €]0,7[xR | «a(x) <y < B(x)}, la fonction

fo: E— R, (z,u) —> \}ﬂ — 1 est LP-Carathéodory.

En effet, fo vérifie a 1’évidence les axiomes (i) et (ii) de la Définition 1.2; la vérification de
laxiome (ii) par fs résultant de I'inégalité V(x,u) € E, 0 < a(zr) < w. Quant a l'axiome (iii)
de la Définition 1.2, il est vérifié par fo grace a la majoration

1

V(x, E, |fo(z,u)| < h(r) = —5—F
(7:0) € B alo] < hio) = o —

+1

et au fait que la fonction h définie dans cette majoration appartient a LP(0, ) pour tout p €]1, %[
Toutes les conditions sont donc réunies pour que ’on puisse appliquer le Théoreme 2.1.

Cet exemple montre toute la pertinence de la Définition 1.2 et ce qu’elle apporte de plus que la
Définition 1.1 dans la théorie des sous-solutions et sur-solutions. Il montre, en effet, I'intérét de
supposer que la fonction f, qui est au second membre du probleme (1.1), est LP-Carathéodory en
tant que fonction de E dans R (c’est-a-dire au sens de la Définition 1.2 avec a une sous-solution
de (1.1) et b une sur-solution du probleme (1.1)) plutét qu’en tant que fonction de © x R dans

R (c’est-a-dire au sens de la Définition 1.1).

Le théoréme suivant, qui sera admis, généralise le Théoreme 2.1. Nous serons amenés a I’appliquer
souvent.

Théoreme 2.2 : On désigne par ¢ et r deux entiers naturels non nuls.

Solent a1, ag, . . ., oy, des sous-solutions de (1.1) et 81, B2, . . ., B, des sur-solutions de (1.1).
Notons o = max(ay, a2, ...,aq) et B =min(f1, B2, ..., 0,).

Sia<f,etsif: E— Rest LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € QxR | «ax) <y < p(x)}

et p > n, alors (1.1) admet une solution u € W?P(Q) telle que a < u < f3.

Remarque 2.2 : Notons que la fonction « (resp. (), définie dans le Théoreme 2.2, n’est pas




nécessairement une sous-solution (resp. une sur-solution) de (1.1), au sens de la Définition 1.3,
parce qu’il peut lui manquer la régularité qui y est requise. Remarquons cependant que « et
sont continues.

On pourrait adopter une définition plus large des notions de sous-solution et sur-solution, qui
généraliserait la Définition 1.3 et qui ferait de « et 3, telles qu’elles sont définies dans le Théoreme

2.2, respectivement, une sous-solution et une sur-solution du probleme (1.1).

Exemple 2.1 : Etant donné un parametre réel € > 0, on considere le probleme aux limites unidi-

mensionnel

—u(x) = p(|z|) — p(u(z)) size]—1,1],
{ i) mu(y =1, (25)

oit ¢ € CY(R) et vérifie, pour tout = € [~1,1], ¢'(x) > a® > 0, avec a un réel > 0.

e Premiere idée : Il est facile de vérifier que les fonctions « et 8 constantes, définies par a =0
et 5 =1, sont respectivement sous-solution et sur-solution de (2.5). En effet,

—ea(2) =0 < p(|z]) = 9(0), a(-1) <1, a(l) <1

—28(@) = 0= p(lal) — (1), B-1)=1, B(1)= 1.

Comme « < 8, nous déduisons par le Théoreme 2.1 I'existence d’une solution u. € [a, §]. Mais
cet encadrement par deux constantes ne nous renseigne pas sur le comportement de la solution
ue lorsque € — 0.

e Deuxiéme idée : Posons a(x) = |z| et Se(z) = |z + 267%”' , pour tout z € [—1,1] .
Chacune des fonctions définies sur [-1,1] par z — x et & — —x est une sous-solution de
(2.5). Et, pour tout = € [-1,1], on a |z| = max(z, —z).

D’autre part, on vérifie aisément que 3. est une fonction de classe C? sur [-1,1].

Montrons que (. est une sur-solution de (2.5). Nous avons

2N —eae"<® sizel0,1],
‘ 55(56)—{ —eae®  size[-1,0],

@) e+ e size(0,1],
et SD(‘$|) - @(ﬁe(fﬁ)) = { ()0(_*73) _ ()0(_33_’_ ie%x) sixe [_170] .

Soit x € [0,1]. D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe un réel ¢ compris entre x

et T+ e T tel que ¢(z) — p(z + < ey = _fete ¢'(c). Compte tenu de la condition
a a a
Vr € R, ¢'(z) > a*, nous avons, pour tout z € [0,1], et Q(c) < —eae e ® = —28"(x).
a

€ a

De maniére analogue, on montre que, pour tout z € [—1,0], ¢(—z)—p(—z+—e<?) < -2 (x).
a

Comme o < ¢, pour tout réel € > 0, nous pouvons appliquer le Théoreme 2.2 qui nous permet

d’affirmer que : Il existe u,. solution de (2.5) telle que ue € [a, 8] et vérifie donc

o e [-1,1], | ue(z) — |z] |< ~ e el
a

9



Nous pouvons en déduire que la famille de solutions {u., € € R%} converge uniformément vers

la fonction x —— |z| lorsque ¢ — 0.

Remarque 2.3 : Nous pouvons donner une interprétation ”intuitive” du Théoreme 2.2.

Notons I opérateur I :CH(Q) — CHQ), ur— u.

Si « est sous-solution de (1.1) et que nous posons & = Tj(«) , nous avons :

{ —Aa(z) = f(z,a(x)) > —Aa(z) dansQ,
)=02>a(x) sur 052,

ce qui se ramene a
—A(@—a)>0 dansQ,
a—a>0 sur 0f).

D’apres le principe du maximum, (& — a)) > 0, ce qui signifie que : (I —T1)(«) < 0.

De méme, si § est une sur-solution de (1.1), elle vérifie : (I —T3)(5) > 0.

Nous obtenons d’apres le Théoréeme 2.1, I'existence d’une fonction u € [a, 8] telle que
(I—-T1)(u)=0.

Le Théoreme 2.1 apparait donc comme une sorte de théoréme des valeurs intermédiaires relatif

a lopérateur I — T7.

Remarque 2.4 : On pourrait se poser la question de savoir si on peut se passer de la condition

a < (3 dans le Théoréme 2.1 pour assurer 'existence d’une solution de (1.1). Et la réponse est :
non.
En effet, si a £ 3, le probleme (1.1) peut ne pas admettre de solution, comme le montre 1’exemple

suivant.

{ —Au =M \u+ ¢ dans Q, (2.6)

u=20 sur 0,
ou A est une valeur propre de l'opérateur —A sur H&(Q), autre que la premiere, et (; une
fonction propre qui lui est associée.

Le probleme (2.6) n’a pas de solution, car s’il admettait une solution u, elle vérifierait d’apres
la formule de Green-Riemann : / —Au g = / —Appu= / ALk U .
Et si 'on integre sur € la premiéria2 égalité du pr%bléme (2.6), gprés I’avoir multipliée par ¢y, on
obtient : / gpi = 0. Or cette intégrale n’est pas nulle.
Donc le pr(?bléme (2.6) n’a pas de solution.
Sion prend a = K i, avec K une constante réelle positive suffisamment grande, on a a(x) =0
sur 0f) et

—Aa = a = a+ (M — ) K1 < Mpa+ ¢

10



parce que A1 — A <0 et que ¢1 >> 0.
Si on prend 8 = —K'p1, avec K’ une constante réelle positive suffisamment grande, on obtient

de maniere similaire f(xz) =0 sur 0 et
—AB > M\efS+ k-
a et B sont donc, respectivement, une sous-solution et une sur-solution de (2.6). Mais o > (3!

Le théoreme suivant fournit un raffinement de la localisation des solutions de (1.1), situées entre
une sous-solution et sur-solution données, par rapport au Théoreme 2.1.

Théoreme 2.3 : Soient « et S respectivement une sous-solution et une sur-solution du probleme
(1.1), telles que o < f et supposons que f : E — R soit LP-Carathéodory avec p > n et
E={(@y) QxR | a()<y<A@).

Si le probleme (1.1) admet au moins deux solutions situées entre « et 3, alors :

1) Ftmin, Umax solutions de (1.1) telles que o < Upin < Umax < B,

ii) si u est une solution de (1.1) qui vérifie o« < u < 3, alors umin < U < Upax -

Dans ce cas, Upin (resp. Umax) est appelée la solution minimale (resp. la solution maximale)
du probléme (1.1) par rapport a la paire de sous-solution et sur-solution («, f3).
Preuve : Notons I Popérateur I : C5(Q2) — C5(), u— u.

ee Premicre étape : Notons U ={u € C5(Q) | a<u<pf et u=Ti(u)}.

D’apres le Théoreme 2.1, U est non vide. Montrons que U est un compact dans C}g Q).

Nous pouvons aussi écrire U = {u € C5(Q) | w=Tz(u)}, ott T est I'opérateur défini dans la
preuve du Théoréme 2.1, et nous avons donc U = T(U).

Or, d’apres ce que nous avons établi précédemment pour 75, nous avons T5(U) C B (Oclls @) R).
Par conséquent, U est un borné de C}S(ﬁ) . A ce titre, et comme T3 est compléetement continu,
To(U) = U est un compact de C5(9).

ee Deuxieme étape : Etant donnée une solution u de (1.1) qui vérifie o < u < 3, posons
F,o={veCsQ) | a<v<uet v=Ti(v)}.

F, est non vide, fermé (il est méme compact par la premiére étape) et inclus dans U.

Soit ¢ € IN* et soient uy, ug, . . . uq, des solutions de (1.1) qui vérifient a < u; < 3, pour tout
i € [1,q]. Nous avons m F,, #0.

1<i<q
En effet, il suffit de considérer la fonction [ = min(ui,us, ...,u,) et d’appliquer le Théoreme

2.2, pour mettre en évidence 'existence d’une solution u de (1.1) qui vérifie o < u < u;, pour

tout ¢ € [1,q].

11



D’apres la propriétés d’intersections finies des compacts, il en résulte que : ﬂ E,#0.
uelU
En posant G, = {v € C}(Q) | u<v <8 et v=Ti(v)} et en procédant de la méme facon,

on montre que : m Gy #0.

uelU
ee Troisiéme étape : Soient u € ﬂ F, et o€ m G, . Nous avons u € U et, pour tout u € U,
uel uelU
nous avons u < u < @ . Ce qui montre que ﬂ F, se réduit au singleton {u} et que ﬂ Gy
uelU uelU

se réduit au singleton {@} . Il suffit alors de poser umin = U et Upax = U .
ee Conclusion : Par définitions de umin et de umax, nous avons, a I’évidence, que toute solution

u de (1.1), comprise entre « et 3, vérifie & < Upin < U < Umax < 5. [ ]

Exemple 2.2 : Considérons le probleme aux limites

{ —Au = A max{—u — 2, min{u, —u+2}} =: f(u) dans Q,
u=20 sur 0,

ot A2 est la deuxieme valeur propre de l'opérateur —A sur Hg(Q).

Notons 9 une fonction propre associée a la valeur propre Aq telle que ||p2||co = 1.
Les fonctions de la forme = —— u(z) = upa(x), avec u constante réelle, telle que |u| < 1, sont
solutions de (2.7).

Les fonctions « et [ définies pas a(z) = —2 et f(x) = 2 sont respectivement sous-solution et
sur-solution de (2.7).

Par le Théoreme 2.3, Jumax , Jumin solutions de (2.7) vérifiant —2 < Uupin < 0 < Upax < 2.
Mais nous pouvons étre plus précis quant aux inégalités umin < 0 < umax . En effet, si nous
donnons a p successivement les valeurs 1 et -1 par exemple, nous pouvons déduire que 'on a
nécessairement : Umin < — | Y2 |<| Y2 |< Umax - Par régularité de umin et umax nous avons donc :

Umin << 0 << Umax -

Remarque 2.5 : Dans le cas unidimensionnel, nous pouvons généraliser le Théoreme 2.1 de la

fagon suivante.

Considérons le probleme aux limites :

{ —u’(x) = f(z,u(z)) dans]0,n[,
u(0) = u(m) =0.

Notons d’abord A = {h € L}, (0,7) | s+ s(m—s)h(s) € L'(0,7)} et remarquons que
LY(0,7) C A. Notons ensuite W24(0,7) = {u € WH1(0,7) | " € A} et remarquons que

W2A0,7) c €([0,7]) N C*(]0, 7[). L’inclusion dans le premier espace est une injection continue.

Quant a l'inclusion dans le second espace, elle se justifie comme suit.
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Soit u € W?2A(0,7). Posons, pour tout s €]0,7[, v(s) = s(7 — s)u”(s). Nous avons par
hypothese : v € LY(0,7) .
Etant donné deux réels c et d tels que 0 < ¢ < d < 7 , nous avons

| v(s) |

Vp.ps€le,d], |u"(s) |= s Ce qui entraine que v” € L'(Je,d[).
T —

Donc v’ € C([e,d]) et, en définitive, u € C1(]0,7[).

Si h € A, on peut montrer que : Iu € W2A(0,7) qui vérifie

{ —u(z) = h(x) sur |0, 7|,
u(0) =u(m) =0.

Des calculs élémentaires montrent que cette solution est donnée par :

(m —x)

™

u(z) = /Oxh(s)sds—ki/: h(s) ( — s)ds.

Dans le cas de la dimension 1, C. De Coster, M.R. Grossinho et P. Habets [1] (voir aussi [2]) ont
élargi la cadre de la théorie que nous exposons a une fonction f qui est seulement
A-Carathéodory ; notion qu’on définit par les mémes axiomes que ceux de la Définition 1.2, a
ceci pres que dans I'axiome (iii) on remplace h € L'(I) par h € A.

Dans cette généralisation, ils ont donné, pour la dimension 1, un théoreéme d’existence et de
localisation analogue au Théoreme 2.1, mais ou la solution u appartiennent a WQ’A(O, ).

L’exemple qui va suivre releve de cette généralisation.

Exemple 2.3 : Considérons le probleme aux limites unidimensionnel :

u2

U”‘f‘zﬂix (i_%+u):0 sur |0, [,
{ o 520 -

Il est clair que la fonction constante 8 = 1 est une sur-solution de ce probleme.

Par ailleurs, des calculs simples montrent que si on choisit le réel strictement positif d suffisam-
ment petit, la fonction « : x — dx%(w - x)% est une sous-solution de (2.8). Et si on choisit d
suffisamment petit, on a a < .

De plus, Vp.p.x € [0,7] et Yu € [o, 8], on a :

3 1 9 o
- z(m =) (d%g(w_x)? i das (7 — )3 +1> e

et p € A. D’apres la généralisation ci-dessus, il existe une solution u de (2.8) située entre « et

L (-2

w2  u

x(m—x)

f et qui appartient & W24(0, ).
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3. La théorie du degré - Le théoréeme des trois solutions

Notations 3.1 : On suppose connues une sous-solution « et une sur-solution § de (1.1), telles
que a << fS.
Notons © louvert de Cj(€2) défini par

O={veCs(Q) | a<<v<<p et |v]eg <R}, (3.1)
ou la constante R est celle qui a été définie, en association avec « et (3, dans la preuve du

Théoreme 2.1.

Nous savons que l'opérateur complétement continu 77 : C}g(ﬁ) — Cll3 (), qui a été défini dans
le chapitre 1, admet un point fixe v et nous voulons montrer que u € O, sous une hypothese que

nous préciserons.

Commencons par énoncer un certain nombre de propriétés de la notion de degré de Leray-
Schauder [3].

Proposition 3.1 : On se place dans un espace vectoriel normé X.

On désigne par I 'opérateur Identité de X.

Un degré est une application qui a tout ouvert borné © de X et a tout opérateur 7 : © — X,
complétement continu et tel que Yu € 00, Tu # u, associe le nombre entier relatif deg(I—7,0)
qui a les propriétés suivantes :

(P1) Normalisation : deg(/,0) = { (1) :i gi ; g’

(P2) Additivité : Si ©; et ©y sont deux ouverts bornés disjoints de X tels que Yu € 001002,
u # Tu, alors deg(l —T,01JO2) = deg(l —T,01) +deg(I —T,07).

(P3) Invariance par rapport & une homotopie : Si H :[0,1] x © — X est complétement

continu et tel que Ox ¢ (I — H)([0, 1] x 9©), alors, pour tout ¢ € [0, 1]
deg(I — H(0,.),0) =deg(I — H(t,.),0).

(P4) Si Ox ¢ (I —T)(©), alors deg(I —T7,0)=0.
(P5) Si deg(I —T,0) #0, alors Ju € O telle que u="Tu .
(P6) Excision : Si une partie A de © est telle que Ox ¢ (I — T)(A) alors

deg(I —T,0) =deg(I —T,0\ A).

Définition 3.1 :

Une sous-solution « de (1.1) est dite stricte, si pour toute solution u de (1.1), on a :

Uu>oa=u>>aucn.
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Une sur-solution 3 de (1.1) est dite stricte, si pour toute solution u de (1.1), on a :
u<f=u<<f.

Remarque 3.1 : Une sous-solution (resp. une sur-solution) stricte de (1.1) est une sous-solution

(resp. sur-solution) propre de (1.1).

Théoreme 3.2 : On suppose qu’il existe une sous-solution stricte a de (1.1) et une sur-solution
stricte § de (1.1) telles que a < 3.

Si f: E — R est LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € QxR | a(z) <y < p(x)} et p>n,
alors il n’y a pas de solution de (1.1) sur 00, ou © est défini par (3.1). De ce fait, deg({ —T1,0)
est bien défini. De plus deg(l —T1,0) = 1.

Enfin, si u est un point fixe de I'opérateur T3 tel que o < u < 8, alors a << u << f.

Remarque 3.2 : 11 est facile de voir que sous I’hypothese d’existence d’une sous-solution stricte

a de (1.1) et d’une sur-solution stricte 5 de (1.1), la propriété a < f équivaut a la propriété
a << . En effet, d’apres le Théoréeme 2.1, si a < 3, il existe une solution u de (1.1) telle que
a<u < 3 et, comme et 8 sont strictes, nous avons a << u << 3.

Par conséquent, sous les hypoyheses du Théoreme 3.2, © est bien défini et est bien un ouvert de

CL(9).

Preuve du Théoreme 3.2 : La premiere affirmation et la derniere affirmation du Théoreme 3.2

sont évidentes. Il reste & montrer I’égalité deg(l —77,0) =1.

Rappelons que lopérateur T : C5(Q) — C5(Q), qui a été défini dans la preuve du Théoreme
2.1, vérifie les trois propriétés suivantes :

(P7) Vu € ©, To(u) = Ti(u).

(P8) Tr(C5(Q)) € B(Ogy () R)-

(P9) Siu="Ts(u), alors a <u < [ et, comme « et [ sont strictes, u € ©.

Considérons maintenant v € 0B mcg @) R).

D’apres (P8), nous avons VA € [0,1], AT (v) € B(Oc}g(ﬁy R) et, par suite, Y\ € [0,1],

v # ANI(v). Ce qui montre que 'opérateur H(t,.) = tTh(.) vérifie toutes les conditions qui
permettent de lui appliquer la propriété d’invariance par rapport a une homotopie (Proposition
3.1, (P3)).

Appliquons donc (P3) avec © = B(Oc};(ﬁ), R), H(t,.) =tT(.) et t = 1. 1l vient

deg(I, B(Océ(ﬁ)a R)) = deg(I — T, B(Océ(ﬁ)a R)).
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D’autre part, on a par (P1) : deg(I,B(OCé@),R)) =1.
Appliquons (P6) a A = B(Océ(ﬁ)» R)\ ©, sachant que par (P9) nous avons Océ(ﬁ) ¢ (I-T2)(A).
Nous obtenons
deg(I — Ty, B(Ocllg(ﬁ), R)) = deg(I — T5,0).
Enfin, par (P7), on a deg(I —T%,0) = deg( — T1,0).

En associant toutes les égalités que nous venons de mettre en évidence, nous avons :
deg(I —T11,0) = deg(I —1>,0) = deg(I—Tg,B(Océ(ﬁ),R)) = deg(I,B(OCé@),R)) =1 =

Remarque 3.3 : S'il existe un ouvert U de C5(€), qui contient © et tel que deg(! —T1,U) =0,
alors 0 = deg(I —T1,U \ ©) + deg(I — Ty, 0), d’apres 'additivité du degré.

Il existe donc une solution de (1.1) dans U \ ©. Ce qui est un moyen d’obtenir un résultat de

multiplicité.

Un autre résultat de multiplicité est le théoreéme suivant, qui est connu sous le nom du Théoréme
des trois solutions d’Amann.

Théoréme 3.3 : Supposons que nous ayons deux sous-solutions strictes a; et ag de (1.1) et deux
sur-solutions strictes 81 et o de (1.1) qui vérifient : a1 << B, ay << P2, aa€fi, a1 < ao,
p1 < Ba.

Si f: E — R est LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € QxR | a(z) <y < p(x)} et p>n,

alors (1.1) admet au moins trois solutions g, us et ug qui vérifient
o] << up << P, g << ug << Py et ap << ug << Py, avec uz £ Pf1 et uz F ao.
Preuve : Pour (7,7) € {(1,1); (1,2); (2,2)}, notons
0; ={veCs(Q) | ay<<v<<p et [oller@ < R}

ol R est la constante qui a été associée a la paire aq, S2 dans la preuve du Théoreme 2.1.

Par le Théoréeme 3.2 on a : deg(l — T1,011) = 1 et deg(l — T1,6022) = 1. Ce qui nous fournit
Pexistence de deux solutions uy et ug de (1.1) qui vérifient o << ug << B et gy << ug << fa.
D’autre part, par le Théoreme 3.2 combiné avec la propriété d’excision du degré, nous avons :
1 = deg(I — T1,612) = deg(I — T1,611) + deg(I — T1,092) + deg(I — T1, 012 \ (611 U 022))

=14 1+deg(I —T1,612\ (011 U022)).

On en déduit que deg(I — 11,012 \ (f11 Uf22)) = —1. Ce qui signifie qu’il existe une troisieme

solution wugz de (1.1) située entre a et fo qui vérifie us £ 51 et ug 2 ay . [
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Remarque 3.4 : Dans le Théoreme 3.3, les hypotheses a1 << 1 et as << 2 peuvent étre

remplacées respectivement par a; < 1 et ag < B, par la remarque 3.2 .

Corollaire 3.4 : Nous reprenons exactement les mémes hypotheses que dans le Théoreme 3.3.

Alors (1.1) admet au moins trois solutions g, ug et ug qui vérifient
a1 << Uy << P, ag << ug << By et u1§U3§u2, avec ug £ 1 et us # aso.

Remarque 3.5 : Il n’y a que la double inégalité u; < uz S up qui soit nouvelle par rapport &

la conclusion du Théoreme 3.3. Elle constitue d’ailleurs un raffinement par rapport a la double
inégalité a1 << ug << f2 du Théoreme 3.3, dans la mesure ou 'on a, par ailleurs, a; << uy

et ug << ﬁz .

Preuve du Corollaire 3.4 : Montrons l'existence de trois solutions uj, uz et us de (1.1) qui
vérifient u; S us S ua, en plus des autres conditions figurant dans la conclusion du Théoréme
d’Amann.

L’application du Théoréme 2.3 permet de dire qu'il existe tmin (resp. Umax) solution mini-
male (resp. solution maximale) de (1.1) par rapport a la paire de sous-solution et sur-solution
(a1, B2). Le Théoreme 3.3 indique que a << Upin << f1, a2 << Upax << P2 . Et nous avons
évidemment Umin < u3 < Umax, OU u3 est la troisieme solution donnée par le Théoreme 3.3.

Il suffit donc de poser ©1 = Umin €t Uz = Umax pour avoir le résultat annoncé. [ |

Théoréeme 3.5 : Nous avons le méme résultat que dans le Théoréeme d’Amann, a condition de
remplacer les inégalités strictes concernant «y et [o, par des inégalités larges, sans exiger de la
sous-solution a; de (1.1) et de la sur-solution S de (1.1) d’étre strictes.

Preuve : Considérons le probleme modifié

—Au(z) = f(z,u(r)) dansQ,
{ u(z) =0 sur 0€2, (3:2)

avec f définie par :
flz,oq(z)) siz<ai(x),

Vpp. oz €N, VzeR, f(r,2) =< flx,2) si aj(z) <z

[z, B2(x)) si 2> PBa(x).

Notons @1 = a1 — 1 et BQ = P + 1. Nous avons :

Vo € Q, —Aay(z) = —Aay(x) < f(z,01(z)) = f(z,@1(x)) et Vo € 9N, a1(r) < aq(x) <O0.
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De méme, ¥z € 0, —ABy(x) = —Aba(z) > f(z, ba(2)) = F(, Bal))

et Vo € 002, By(z) > Pfafx) > 0.

Les fonctions @; et (3, sont donc respectivement une sous-solution et une sur-solution du
probleme (3.2) et elles vérifient @y << B, .

D’autre part, si u est une solution de (3.2), elle vérifie a3 < u < B2 (voir démonstration du
Théoréme 2.1) et on a donc @; << u << f(35. Nous en déduisons que @; et (35 sont, respective-
ment, une sous-solution stricte et une sur-solution stricte du probleme (3.2).

En outre, le fait que as € a1, Bs], conduit & : Vo € Q, f(x,a2(z)) = f(x, az(z)).

Nous en déduisons que ag est une sous-solution de (3.2) et elle est stricte, puisque toute solution
de (3.2) est une solution de (1.1). De la méme fagon, 1 est une sur-solution stricte de (3.2).
Enfin, nous avons : @ << f1, as << B9, as%pB1, a1 < aset B < By .

Le Théoreme d’Amann nous permet de dire qu'il existe trois solutions uy, uz et ug de (3.2),
telles que a1 << w1 << B, ag << ug << BQ et o << ug << BQ ,avec ug £ B1 et ug F as.
Mais, comme nous avons par construction, Vi € [1,3] , a; < u; < B2, nous en déduisons que

U1, ug et ug vérifient : a1 <wup << P, s <<up < fFo, a1 <uz<fPo, uzsLP1 et ug fay.m

Remarque 3.6 : Si une sous-solution propre « de (1.1) vérifie

Je > 0 tel que Vp.p.x € Q, Vz € [a(z), a(r) + €, {

alors « est stricte, comme nous allons le montrer.

Soit u une solution de (1.1) telle que u > «. Comme u est une sous-solution propre, nous avons
u # «. Ce qui signifie qu’il existe au moins un point x de 2 tel que u(x) > «a(z).

Supposons qu'’il existe zg € 2 tel que (u—a)(zo) = 0. Le point x¢ serait le lieu d’un minimum
global de u — a.

Commencons par examiner le cas ou xg € (). Dans ce cas, il existerait un ouvert 3 C

tel que xp € Q1 et Vo € Q;, 0 < (u— «a)(z) < e. Et il est toujours possible de choisir
suffisamment grand pour qu’il contienne un point z; tel que u(z1) — a(z1) > 0.

Nous aurions alors Vp.p.z € 1, —A(u — a)(x) > f(z,u(x)) — f(z,u(x)) = 0.

Le principe du maximum (cf. Rappel 1.3) s’applique et il indique que cette situation la est
impossible. Ce qui signifie que Vp.p.xz € Q, (u — a)(x) > 0.

Dans le cas ou xg € 912, on aurait de méme l'existence d’une boule ouverte B C € telle que
xo € 0B et Vx € B, 0 < (u— a)(xz) <e On aurait alors Vp.p.z € B, —A(u— «)(z) > 0.

On applique alors le principe du maximum de Hopf (cf. Rappel 1.4) qui indique dans ce cas que
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%(u —a)(zp) <0.

Ce qui montre que u >> «. On en conclut que la sous solution « est stricte.
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4. Existence et localisation de solutions de (1.1) lorsqu’on connait une sous-solution

et une sur-solution de (1.1) mal ordonnées

Nous noterons dans toute cette partie A\; et A9, respectivement, la premiere et la deuxieme valeur

propre de l'opérateur —A sur H}(9).

Le théoreéme suivant constitue une alternative au Théoréeme 2.1 dans le cas ou le probleme (1.1)
admet une sous-solution « et une sur-solution 8 qui ne vérifient pas o < .

Notons préalablement que, grice a la Remarque 2.4, nous savons que la seule existence de « et
B ne suffit pas pour garantir I’existence d’une solution du probleme (1.1).

Dans cette remarque-la, nous avons observé qu’il faut éviter une interaction trop forte de la
fonction f avec la partie supérieure du spectre de —A. On doit donc rajouter une condition qui
évite une telle interaction.

Ceci justifie 'introduction de ’hypotheése supplémentaire dans le théoreme suivant :

Théoreme 4.1 : On suppose que la fonction f:Q x R — R est LP-Carathéodory, avec p > n,
et que le probleme (1.1) admet une sous-solution « et une sur-solution J telles que :

dzg € Q, a(zo) > B(xo) .

Ajoutons ’hypothese :
Jhe LP(Q) , Vpp.z €, Vue R, |f(z,u) — Au| < h(x). (4.1)
Dans ce cas, (1.1) admet au moins une solution u € V ot
V={ueCh(@Q) | uZaetugf}={ueCi(®) | min(u—a)<0<max(u—p)}.

Preuve : Considérons le probleme modifié suivant, dans lequel r désigne un parametre réel stric-

tement positif

—Au(z) = Mu(z) + gr(z,u(z)) dansQ, (4.2)
u(z) =0 sur 09, )
ol
flx,2) — Mz si|z| <r,
VzeR, Vpp. 2 €Q, go(z,2) = (147 —[2]) (f(z,2) = Miz) = (|z| =r)Z  si [2] € [, +1],
-2 si|z|>r+1.

-
ee Premiére étape : Il existe a; sous-solution de (4.2) telle que a; < —r — 2 et il existe (o
sur-solution de (4.2) telle que fo > 17+ 2.

En effet, considérons la solution w du probleme

—Aw= (A — Dw surQ,
w=r+2 sur 01},
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et notons ; la fonction propre associée a Ay qui vérifie | ¢1|| cr@ =1 et p1 >>0.

Soit k un réel positif suffisamment grand pour avoir ke; +w > r + 2 sur . Un tel réel existe
parce que (r+2) —w € C5(Q2).

Posons o = kp1 +w et ag = —f4 .

Nous avons, —Afs = Ak + (A — %)w = Mkor + (M1 — %)(ﬂg —ke1) = (M1 — %)Bg + %k‘cpl
dans €. Nous en déduisons —Afy > (A1 — %),32 = M\ B2 + gr(x, B2) dans Q.

Nous avons également 3 > 0 sur 092. Donc 32 est une sur-solution de (4.2).

De la méme maniére nous pouvons montrer que a; est une sous-solution de (4.2) et nous avons
a I'évidence aq << (s .

ee Deuxiéme étape : Montrons que, pour tout réel r > max(||al/co , ||5]|co) , il existe une solution
u, du probleme (4.2) telle que u, € V.

Sous la condition ci-dessus, « et § sont respectivement une sous-solution et une sur-solution du
probleme (4.2).

Nous nous trouvons alors quasiment dans la situation du Théoreme 3.5 vis-a-vis du probleme
(4.2) ; « et 8 jouant respectivement les roles de g et 8. La seule différence est que nous n’avons
pas nécessairement le caractere strict de « et .

Deux situations peuvent alors se présenter :

- Ou bien a et 8 sont strictes et, par le Théoreme 3.5, il existe une solution u, du probleme
(4.2) telle que u, € V.

- Ou bien « et  ne sont pas strictes et il existe alors une solution u, du probleme (4.2) telle
que u, € 0V .

Par conséquent, il existe dans tous les cas une solution wu, du probleme (4.2) telle que u, € V.
Il reste a montrer qu'’il existe r > 0, tel que u, soit une solution du probléme initial (1.1).

ee Troisiéme étape : Montrons qu’il existe une constante réelle positive K telle que
Vr > K, Yu solution de (4.2) telle que u €V, on ait lullermy < K.
Si tel n’était pas le cas, nous aurions :

Vn € N, 3r, > n, 3u, solution de (4.2) avec r =1, telle que u, €V et [unller@ >n-

Posons, pour tout n € IV, v, = I IHL" . Nous avons alors, pour tout n € IV
Unllc1 ()
—Av, = Moy, + Ira (T, tn) (2, un) dans Q2
||Un||c1(§)
v, =0 sur 0f).
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Nous pouvons décomposer g, sous la forme g, (x,un) = pn(x, up)un + qn(z, uy) , avec py, et gy

1
deux fonctions qui vérifient : Vp.p.x € Q, —— < pu(z,un(x)) <0 et |gn(x, un(z))| < h(x).
T

n

On en déduit que la suite (()\1 + pn(x, up))vn + W) est bornée dans LP(€2).
Unllcr()
o qn (T, Up)
Ce qui signifie que 3¢ > 0 tel que Vn € IV, |[(A1 + pn(x, up))vy + ———> <c.
Huanl(ﬁ) )

On en déduit que Vn € IV, [jvy|ly2r(q) < cC, ot C est la constante définie en (1.3).

Nous pouvons donc extraire de la suite (v,) une sous-suite (vy,,)m telle que v,, — v
m—r+00

faiblement dans W2P(Q) et telle que vy, Y fortement dans Cj(Q) grace a 'injection
m——+00

compacte de W2P(Q) dans Cj5(9).

Par passage aux limites, nous voyons que la fonction v vérifie

—Av = MAv dans(,
v=20 sur 0f2.

Et, comme |[|v]|lc1 ) =1, nous avons v = +¢; .
Selon que la suite (vy,,)m converge vers ¢ ou vers —p1 dans Cj(2), nous avons & partir d’un
Up, 1

m unm
—p1 2 —zp1 ou ————— + ¢ <

certain rang M, ————
||uanC1(§) 2 Huancl(ﬁ)

1
2<P1 .

<1 1 .

C’est-a-dire que, pour m > M, nous avons : u,, > §||Unm||c1(§) 1 >> a ou bien
1

un"L S _§”un7nHC1(§) 801 < ﬁ
Ce qui, pour un rang m assez grand, contredit la localisation de wu,, qu’implique son apparte-
nance a V et montre, de ce fait, la 3éme étape.
ee Conclusion : Pour tout réel r > K, nous avons mis en évidence dans la 2éme étape 1’existence
d’une solution u, de (4.2) appartenant a V.
Dans la 3¢me étape, nous avons prouvé que |[|uy|jor ) < K <.

Par construction, u, est donc solution de (1.1). |

La condition (4.1) du Théoreme 4.1, conduisant a ’existence d’une solution du probleme (1.1)
appartenant 3 )V est trop restrictive. Le corollaire suivant I’améliore.

Corollaire 4.2 : On reprend les mémes hypotheéses que le Théoreme 4.1 sauf I'hypotheése (4.1)
que 'on remplace par 'hypothese suivante.

Supposons qu’il existe une fonction h € LP(Q) et deux réels a et v vérifiant a < A\ < v < Ag

tels que f s’écrive : Vp.p.z € Q, Vu e R,

f(z,u) = p(x,u)u+ q(x,u) , avec a < p(zr,u) <y et |q¢(z,u)| < h(z). (4.3)
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Alors il existe une solution u de (1.1) telle que u € V.

Preuve : Considérons un réel > 0 et posons

f(z,2) si [z <7,
frx,2) =< (I+r—|z])f(z,2) + (|z| = r)\z sir<|z|<r+1, (4.4)
A1z sir+1<|z|.

Montrons que f, vérifie la majoration (4.1).

Notons d,(z,z) =| fr(x,2) — A1z |. Nous avons :

| (p(z,2) = A1)z +q(,2) | si|z| <,
dy(z,2) = (1+r—\z\)|f(:v,z)—)\12|§|(p(x,z)—)\l)z+q(:c,z) | sir<l|z|<r+1,
0 sir+1<|z].

Il en résulte que : Vp.p.z € Q, Vz e R, dp(z,2) < (y—a)(r+ 1)+ h(z).

Or, il est clair que la fonction h, définie par : Vp.p. z € Q, hy(z) = (y — a)(r + 1) + h(z)
appartient a LP(£2).

Pour tout r > max{||@/||cc, [| 8]/}, on peut donc appliquer le Théoreme 4.1 au probleme

—Au(z) = fr(z,u(z)) sur ),
{ u(z) =0 sur 0N . (4.5)

On en déduit que pour tout r > max{||a|s, |[|5]lcc}, le probleme (4.5) admet une solution
up € V.

Montrons qu’il existe un réel K > 0 tel que, pour tout » > K, pour toute solution u, de (4.5)
appartenant & V, on a ||u7«||cl(§) < K.

Faisons un raisonnement par ’absurde.

Supposons que Vn € N, 3r, > K, Ju, € V, solution de (4.5) avec r =1, et telle que
[unller @y > n-

Un

Posons v, = . On observe que v,, est solution du probleme suivant

Tanller

Gr,, (T, un(z))

—Avp(x) = pr, (T, un(x)) vp(z) + dans Q,
”Uanl(ﬁ)
vp(x) =0 sur 0f2,
avec, pour tout n € IV, Vp.p. x € Q, a < p, (x,un(x)) <7 et | g, (x,un(z)) |< h(x).
La suite | py, (-, upn) vp + Gra s Un) est bornée dans LP((Q2).
Hun”cl(ﬂ)

Nous avons donc par (1.3) Pexistence d'un réel ¢ >0 tel que Vn € IV, [lvp|lw2p) < c.

Nous pouvons donc extraire de (vy,) une sous-suite (vy,, )m telle que v,, — v faiblement
m——+0o0

dans W2P(Q) et v,,, .Y fortement dans Cj(Q).
m—r—+00
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D’autre part, py, (-, un,) — p faiblement dans LP(Q2), avec a < p(x) < v, et Zra (0 Un) —
n n—-+0o Hun”cl(ﬁ) n—-+400o

fortement dans LP().

Par passage aux limites, nous obtenons que v est solution de

{ —Av(z) = p(x)v(z) dans Q,
v(x) =0 sur 0€1,

avec a < p(z) <y < Az et ||chl@) =1.
Montrons que v >> 0 ou v << 0.

Le fait que ce probleme ait une solution non triviale signifie que 0 est valeur propre du probléeme

{ —Av(z) — p(x)v(x) = po(z) dans Q,
v(x) =0 sur 0€).

Pour montrer que v >> 0 ou v << 0, il suffit donc de montrer que 0 est la premieére valeur propre
de ce probleme.

Rappelons la caractérisation des valeurs propres

(IVu(@)? = p(z)u®(2)) dz

U = min  max ,
X1EE ueX;\{0} / W2(z) da
Q
ot & est 'ensemble des sous-espaces de H}(€2) de dimension .
De méme les valeurs propres A\, du laplacien dans Hol (Q) sont caractérisées par

\Vu(z)? de

AL = min max

X €& ue X \{0} /u2(1:)d$
Q

Puisque, pour presque tout x € €, p(x) < v on obtient, pour tout k € IN¥,
Pk = Ag — -

Comme v < Ao on en déduit que, pour tout k > 2, ur > 0 et donc la seule valeur propre qui
peut étre nulle est la premiere et donc v est la premiere fonction propre de ce probleme. Il en
résulte que v >> 0 ou v << 0.

On conclut alors comme dans la preuve du Théoreme 4.1. [

Dans le cas ou le probleme (1.1) présente une sous-solution de plus que dans le Corollaire 4.2
avec a1 < f et a; < a, en gardant les hypotheses du Corollaire 4.2, on obtient un résultat de
multiplicité en appliquant le Théoreme 2.1 et le Corollaire 4.2. Dans le résultat suivant, nous

allons montrer qu’il est possible de se passer de la borne supérieure sur .
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Corollaire 4.3 : Supposons que le probleme (1.1) admette deux sous-solutions a; et ag et une
sur-solution stricte 8 qui vérifient : a1 < 8, a1 < ag et ag £ 5.
Supposons, de plus, qu’il existe une fonction h € LP(£2) et deux réels a et b vérifiant a < A\; < b,

tels que f s’écrive
Vp.p.w € Q, Vu € [aa(2), +ool, f(z,u) = plr, u)u + gl ).

avec a < p(z,u) <b et |q(z,u) |< h(z).

Alors il existe au moins deux solutions u; et ug du probleme (1.1) qui vérifient
a1 <u <B, up>aq et up €V.

Preuve : L’existence d’une premiere solution u; de (1.1) s’obtient en appliquant le Théoreme
2.1. Montrons l'existence d’une deuxiéme solution.
Nous allons procéder comme dans la preuve du Corollaire 4.2.

Considérons le probléeme modifié suivant, dans lequel r désigne un parametre réel strictement

positif
—Au(z) = fr(z,u(z)) dansQ, (4.6)
u(z) =0 sur 0f1, ’
ou
flz,ai(x)) si u<ag(x),
) fz,u) si aj(x) <u<r,
vpp-r€Q, Vu e, fr(w,u) = (u—r)Mu+ (r+1—u)f(z,u) sir<u<r+l1,
AU siu>r+1.

Observons que, comme dans la preuve du Théoréme 2.1, on montre que toute solution u de (4.6)
vérifie u > «g.

Comme dans la preuve du Corollaire 4.2, on montre que le probléme (4.6) a une solution u, € V.
Et comme dans cette méme preuve, il reste a montrer qu’il existe un réel K > 0 tel que pour
tout r > K, pour toute solution wu, de (4.6) appartenant & V on a HurHcl(ﬁ) < K.

Comme dans la preuve du Corollaire 4.2, on fait un raisonnement par I’absurde en supposant
que Vn € N, Ir, > K, Ju, € V solution de (4.6) avec r = r,, et telle que [unller @) > -

Comme précédemment, on montre qu’alors la suite de terme général v, = converge

fonller,
fortement vers une fonction v dans C(9).
La fonction v est alors solution de

—Au(z) = p(z)v(x) dansQ,

v(x) =0 sur 0f).
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avec a < p(z) <b.
Mais comme cette fois-ci on a, en plus, u, > a1, on en déduit que v > 0.

On a donc que v est une solution non triviale de

Av(z) — av(z) = (p(z) — a)v(z) 20  dans 2,
( )>0 dans 2,
v(r) =0 sur 02 .
On en déduit, grace au principe du maximum, que v >> 0.
On conclut alors comme dans le Théoreme 4.1. [

Nous pouvons aussi considérer une situation ou f peut étre superlinéaire, comme dans le corol-
laire suivant.

Corollaire 4.4 : On reprend les mémes hypotheses que le Théoreme 4.1, excepté ’hypothese (4.1)
que 'on remplace par 'hypothese suivante.

1
Il existe h € LP(Q2) et 0 € } 1, nl[ (en convenant que 0= +00) tels que f vérifie
n—
Vpp.z€Q, Vue R, —h(z) < f(z,u) — Mu < |[ul’ + h(z).

Alors le probleme (1.1) admet une solution u € V.

Preuve : Comme dans la preuve du Corollaire 4.2, nous montrons que le probleme (4.5), dans
lequel f, est définie par (4.4) et r désigne un réel r > max{||a||c, ||5]|cc}, admet une solution
ur € V.

Montrons qu’il existe un réel K > 0 tel que : Vr €]K,+oo[, Vu, € V solution de (4.5), on a
[urller ) < K.

Nous avons f,(x,z) = A1z + gr(z,2) + hy(x, 2) , gr et h, étant deux fonctions qui vérifient
Vpp.z€Q,VzeR, 0<g.(x,2) <|z|° et |hq(x,2)] < h(z), o h e LP(Q).

On a donc
—Auy(x) = Mur(2) + gr (2, ur (7)) + he (2, u-(2))  dans Q,
ur(z) =0 sur OS2 .

En multipliant cette équation par ¢; et en intégrant, on obtient ceci :
/ gr(z,up(x))p1(x)de = —/ he(x, up ()1 (z)dx .
Q Q

D’ou 'on déduit que [2|gr(x,ur(x))|¢1(x)dx:/Qgr(:n,ur(x))gol(x)dw§/Qh(x)<,01(x)dm.

Soit g un réel tel que ¢ > n. Nous avons ’égalité

T, Uy 1
/ |gr (7, up(2))|7dx —/ lgr (z, ur ()| @1 (2) l9:( <( )))|q du
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et nous en déduisons qu’il existe un réel K1 > 0 tel que nous ayons les inégalités

Juy (2)|°0—D
()@

IN

[laume) i < [ ln@u@in@ 1)

) 1
< K lun(@) 50

pourvu que (¢ —1)—1>0.

d(g—1)

Il en résulte que || g,(z, ur)HLq(Q) < Ky ”urHcl(m

149 0(g—1

Choisissons ¢ tel qu’il vérifie, a la fois, ¢ > n, g > jS_ et (g—1)
q

< 1 (voir la remarque
ci-apres).
Supposons maintenant que, pour tout k € IV, il existe un réel r; > k et une solution uy de (4.5)

avec 7 = 1, qui appartient & V et telle que HukHcl(ﬁ) >k .

Posons v, = L. Nous avons
Turller
T 9 h’/‘ 9
VDD o € Q, —Avg(z) = Mug(z) + ulEUE) S (@ 0 (2)
Huk“cl(ﬁ) HukHcl(ﬁ)
Or ngk(" Uk)HLq(Q) Hukué(qqil)fl ||h7'k('¢uk)||Lp(Q) HhHLP(Q)
lukllor@m — ~ ce) lueller@y 7~ llullermy
— T\ hT‘ y
Comme on a 2=V 1 0, on déduit de ce qui précede que 9ry (k) et el ) tendent
1 HukHcl(ﬁ) HukHcl(ﬁ)

vers la fonction nulle dans L"(£2) lorsque n — 400, avec r=min(p, q).
Par (1.3) nous avons que la suite (v,) est bornée dans W27 () et nous pouvons donc en ex-

traire une sous-suite (vy,, )m telle que v,, — v faiblement dans W27 (Q) et u,, — v
m—r+00 m—r—+00

fortement dans C5(€2), avec v solution de

—Av = \v dans{Q,
v=20 sur 0f) .

Comme |[v]|c1 ), on en déduit que v = £¢1.

La démonstration s’acheéve alors exactement comme celle du Théoréme 4.1. [ ]

Remarque 4.1 : Au cours de la démonstration, nous avons eu besoin de choisir le parametre réel

146 0(g—1
q répondant aux conditions : ¢ > n, q > jS_ et (g—1)
q

de la compatibilité de ces trois conditions.

< 1. Et il est nécessaire de s’assurer

N . , . 1+94 ) .
Dans le cas ot n = 1, I’ensemble de ces conditions se résume a : 5 <q< 51 etily a

une infinité de nombres ¢ qui vérifient cette double inégalité grace au fait que § > 1.

Dans le cas ot n > 2, 'ensemble de ces conditions se résume a : n < ¢ < et il y a une

5 _ Y

infinité de nombres ¢ qui vérifient cette double inégalité grace au fait que 1 < § <

n—1
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5. Applications : Solutions positives

Nous nous intéressons maintenant au probleme

—Au(z) = a(z)g(u(r)) dansQ,
{ u(z) =0 ! sur 09, (5-1)

dans lequel a € L™(Q) , a 2 0z~ () et g désigne une fonction continue de R dans R.
On considere l'opérateur T : C(Q2) — CL(Q), qui & v € C(Q) associe u = Ts(v) qui est la

solution du probleme
—Au(z) = a(x)v(x) dans(?,
u(z) =0 sur 0F).

On désigne par A1 U'inverse de la premiére valeur propre de I'opérateur T3 et par 1 une fonction

propre associée a A1, qui vérifie (1 >> 0 . Nous avons :

{ —Api(z) = Ma(z)pi(x) dans Q,
p1(z) =0 sur O .

Théoreme 5.1 : (cas sous-linéaire)

Si

(i) 36 > 0 tel que Vu €]0,4[, g(u) > Mu ,

(ii)) 3k < A1, IR >0 tels que Yu > R, g(u) < ku,

alors le probléme (5.1) admet au moins une solution u telle que u >> 0.
Preuve : Posons a = A1, avec A une constante réelle positive telle que Vo € Q, Api(z) < 4.

La fonction « est sous-solution de (5.1). En effet,

—Aa(r) = Ala(z)er(z) ,
= Aa(z)a(z) < a(x)g(a(x)) dansQ
alz) =0 sur 0f).

D’autre part, la fonction u — g(u) — ku est bornée sur |0, R] en tant que fonction continue.
Ce qui entraine 'existence d'une réel [ > 0 tel que Yu €]0, R], g(u) — ku <.
Compte tenu de cela et de 'hypothese (ii), g vérifie : Vu >0, g(u) < ku+1.

Considérons la solution w du probléme

{ —Aw(x) = a(z)(kw(x) +1) dans Q,
w(z) =0 sur 092 .

Posons 8 = By + w, avec B une constante réelle positive et choisie suffisamment grande, de
sorte que 5 > 0.

La fonction 5 est une sur-solution de (5.1). En effet,

—AB(x) a(z)(MBepi(z) + kw(x) + 1)
a(2)(k(x) + 1) > a(z)g(B(x)) dans .,
B(x) =0 sur 0f).

AV
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De plus, si B est suffisamment grand, on a § > « et, d’apres le Théoreme 2.1, il existe une
solution du probleme (5.1) située entre a et S.

Nous avons donc en particulier : u > a >> 0. [

Théoreme 5.2 : (cas sur-linéaire)

On suppose que ¢g(0) = 0. Si

(i) 30 > 0 tel que Yu €]0,0[, g(u) < \u,

(ii) 3k > A, EIR >0 tels que Yu > R, g(u) > ku,

(iii) 366]1 [ 31> 0 tels que Yu >0, g(u) < Mu+1+u°,

alors le probleme (5.1) admet au moins une solution u telle que u = 0 .

Preuve : Il suffit d’adapter la preuve du théoréme 5.1 pour mettre en évidence I’existence d’une
sous-solution « et d’une sur-soution 5 du probléme (5.1) qui vérifient 0 << <4 et a >> f3.

Considérons ensuite le probleme modifié

—Au(z) = a(z)gluz)) dans O,
{ u(z) =0 ! sur 05} , (5-2)

ou
0 siu <0,
g(u) siu>0.

Comme au Théoréme 2.1, on montre que toute solution u de (5.2) vérifie u > 0 et est, par
conséquent, une solution de (5.1).

De plus, les fonctions « et 8 construites ci-dessus sont respectivement une sous-solution et une
sur-solution de (5.2).

On déduit donc, comme aux Corollaires 4.3 et 4.4, qu’il existe une solution u de (5.2) telle que
u €V et, comme 0 ¢ V (car 8 >> 0) nous avons u # 0.

On en déduit donc l'existence d’une solution u de (5.1) vérifiant u = 0. n

Remarque 5.1 : Si, en plus des hypotheses du Théoreme 5.2, la fonction g vérifie :

Im > 0 tel que Yu >0, g(u) > —mu, alors la solution u de (5.1) vérifie en plus :

{ —Au(z) + a(z)mu(x) > a(z)(g(u(x) + mu(z)) >0 dans Q,
u=0 sur 0f2.

Par le principe du maximum, nous en déduisons que u >> 0.

Remarque 5.2 : Dans le Théoreme 5.2, les hypotheses (i), (ii) et (iii), seules, ne suffisent pas,

comme le montre ’exemple suivant.

{ Au(:)o wu(z) —c  dans Q,

u(x) sur 082, (53)



ou A est une valeur propre de 'opérateur —A, autre que la premiere et dont on suppose qu’une
fonction propre ¢ qui lui est associée a une moyenne non nulle, et ou ¢ est une constante réelle
strictement positive.

Si le probleme (5.3) admettait une solution u, elle vérifierait d’apres la formule de Green :
/ —Au(z)pp(z) de = / —u(z)Apg(z) de = /\k/ u(x)pr(z) de .
Q
Ceci entrainerait que / or(x)de =0.
Q

Or / vr(z) dx # 0. Par conséquent, le probleme (5.3) n’admet pas de solution.
Pourt%nt les hypotheses (i), (ii) et (iii) du Théoreme 5.2 sont vérifiées ; sachant qu’ici
g(u) = Agu — c.

Notons que g(0) # 0.

Théoreme 5.3 : (cas sous-sur-linéaire)

On suppose que g(0) = 0. Si

i) 36 > 0 tel que Yu €]0,0[, g(u) > A\u,

ii) 3k > A1, IR >0 tel que Yu > R, g(u) > ku,

iii) 356}1,7:1[, 31 > 0 tels que Yu >0, g(u) < Aju+ 1+ ul,

iv) 3 sur-solution stricte de (5.1), telle que g >> 0,

alors le probleme (5.1) admet au moins deux solutions wu; et ug telles que : u; >> 0 et ug >> 0.
Preuve : Comme dans la démonstration du Théoreme 5.1, on montre que les hypotheses i) et ii)
impliquent 'existence de deux sous-solutions ay et asg telles que 0 << a1 << << aig.

On en déduit 'existence d’une solution u; telle que a3 < wy << [ et qui vérifie donc, en
particulier, u; >> 0.

Considérons le probleme modifié

—Au(z) = a(x)g(z,u(z)) dansQ,
{ (x)=0 ’ sur 0€2, (5:4)
_ | g(u) siu> aq(x),
gl u) = { glar(z)) siu<ai(z).

Comme au Théoreme 2.1, on montre que toute solution u de (5.4) vérifie u > ay.

De plus, ay et 8 sont, respectivement, sous-solution et sur-solution de (5.4).

On en déduit, comme aux Corollaires 4.3 et 4.4, qu'il existe une solution ug de (5.4) telle que
us € V et, en particulier, que ug # u.

On en déduit 'existence de deux solutions u; et ug de (5.1) telles que u; > a3 >> 0 , pour

i€ {1,2}. [ |
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Théoreme 5.4 : (cas sur-sous linéaire)

On suppose que g(0) = 0. Si

i) 30 > 0 tel que Yu €]0,0[, g(u) < A\,

ii) Ik €]0,A\1[, IR > 0 tel que Yu > R, g(u) < ku,

iii) Ja sous-solution stricte de (5.1) telle que a >> 0,

alors le probleme (5.1) admet au moins deux solutions u; et ug telles que u; = 0, ug >> 0 et
ur S ug.

Preuve : Comme dans la démonstration du Théoréme 5.1, les hypotheses i) et ii) impliquent
I'existence de deux sur-solutions (1 et (s telles que 0 << f; << a << [s.

Remarquons que la fonction nulle est, elle aussi, une sous-solution de (5.1). Les hypotheses du
Théoreme d’Amann sont donc vérifiées. Et nous déduisons, en vertu du Corollaire 3.4, I’existence
de deux solutions uj et uz (qui correspondent, dans l'ordre, a ug et uy dans le Corollaire 3.4)
telles que u1 S ug, ug >0, ug £ B, u1 # o et ug >> a.

Il en résulte que ug >> 0 et u; = 0. n

Remarque 5.3 : Comme dans la Remarque 5.1, nous aurons u; >> 0 s’il existe m > 0 tel que

pour tout u > 0, g(u) > —mu.
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